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Chapitre 6
SGE diphasique avec une vision discontinue
des interfaces : ISS

N
ous disposons maintenant d’un système fermé pour la SGE diphasique avec une
vision continue des interfaces. Cependant, la résolution de ce système nécessite

de localiser la position de la discontinuité pour estimer les termes sous-maille. De
plus, il faudrait pour résoudre numériquement ce système développer une méthode de
type interface diffuse. Or, pour que ces méthodes soient intéressantes (non diffusives
avec un coût numérique acceptable), il faut minimiser la discrétisation des profils des
grandeurs dans la zone de transition en introduisant des mécanismes physiques de re-
laxation ce qui implique un important travail théorique préalable. Il est donc intéressant
de formuler directement le problème avec une vision discontinue des interfaces afin de
pouvoir utiliser la méthode numérique dont nous disposons. Cet intérêt pragmatique
se double d’un intérêt théorique : quelle conditions de saut vérifient les champs filtrés ?
Pour répondre à cette question, on va utiliser les outils de la SND qui permettent d’ex-
pliquer les conditions de saut du formalisme monofluide à partir d’une modélisation
continue des interfaces. Ces outils sont principalement les développements asympto-
tiques raccordés (DAR). Nous présenterons d’abord rapidement ces outils puis nous
les appliquerons aux équations de la SGE diphasique.

6.1 Intérêt d’une formulation discontinue

6.1.1 Intérêt théorique

En appliquant le filtre à cheval sur la discontinuité, on l’a transformée en une zone continue
de transition. Cependant, dans ce cas et contrairement au modèle d’interface diffuse [41], le
profil des grandeurs à travers cette zone de transition ne peut pas s’interpréter physiquement.
Puisque le système d’équations que nous avons établi est issu d’un formalisme discontinu, il
semble judicieux de le comparer au système dont on est parti et donc de revenir à une vision
discontinue des interfaces. En particulier, on désire savoir quelles conditions de saut vérifient
les grandeurs filtrées et en quoi elles diffèrent des conditions de saut des grandeurs d’origine.
De façon générale, on part de deux sous-domaines couplés à leur frontière commune et on
cherche à déterminer le couplage qu’il faut appliquer si l’on sous-résout.
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6.1.2 Intérêt pratique

L’allure des termes sous-maille spécifiques aux écoulements diphasiques (par exemple, celui
issu de l’accélération dans l’équation de bilan de quantité de mouvement) est représentée sur la
figure 5.9(d). Si on désire résoudre numériquement le système (5.72), il faut donc être capable
de capturer ce type de profil à l’intérieur de la zone de transition. Ceci pose deux problèmes.
Le premier problème consiste à ne pas diffuser ce profil de façon à ce que l’épaisseur sur
laquelle le terme est non nul reste bornée. Pour éviter ce problème de diffusion, les méthodes
à interface diffuse introduisent, grâce à des considérations thermodynamiques, des mécanismes
physiques de relaxation vers un profil d’équilibre. Une autre solution est de développer des
schémas numériques non diffusifs. Mais, dans les deux cas, la solution n’est pas immédiate. Le
deuxième problème est le coût numérique nécessaire à la discrétisation de ce profil. En effet,
les termes sous-maille varient fortement sur une petite épaisseur, ce qui impose a priori une
taille de mailles trop faible pour être compatible avec l’objectif initial de SGE. L’intérêt du
formalisme discontinu est de supprimer ces deux problèmes en ramenant la zone de transition
à une surface infiniment mince. Il n’y a alors plus de problème de diffusion, car on peut utiliser
les méthodes numériques de SND capables de gérer les discontinuités. Il n’est plus question
de mailler finement la zone de transition, car on a transformé les forces volumiques de la zone
de transition en forces surfaciques. Enfin, les modèles que nous avons proposés nécessitent de
localiser précisément l’interface. Bien que nous ayons déterminé le lien entre zone de transition
et position de la discontinuité au paragraphe 5.9, la reconstruction d’une interface en fonction
de la courbure risque d’être un problème numérique conséquent. Au contraire, il est facile à
partir de la formule (5.83) de reconstruire le profil de la fonction indicatrice de phase filtrée
à partir de la position de la discontinuité.

Dans ce chapitre, on présente les outils qui permettent de déterminer un système discontinu
équivalent à un problème continu dont les grandeurs varient continûment dans la zone de
transition. On les utilise pour déterminer les conditions de saut à l’interface dans le cadre de la
SGE pour les écoulements diphasiques. On aboutit ainsi à un système d’équations directement
utilisable par n’importe quelle méthode de SND basée sur le formalisme discontinu.

6.2 Présentation des méthodes pour le passage d’une vision

continue à une vision discontinue des interfaces

Physiquement, une interface entre deux phases est une zone de transition où, la masse
volumique, par exemple, varie continûment. Pourtant, comme l’épaisseur de cette zone de
transition est très petite, on représente généralement les interfaces par des surfaces de discon-
tinuité et on détermine les conditions de saut à imposer aux interfaces de façon à respecter
la physique à l’échelle moléculaire. Les équations du formalisme monofluide que nous avons
décrites au chapitre 1, peuvent être obtenues de cette façon [2]. En les filtrant pour établir
un système de la SGE diphasique, on retombe sur une zone volumique de transition dont
l’épaisseur est deux fois la taille du filtre. Pour des raisons de coût numérique, on a intérêt en
SGE à ce que la taille de la maille soit aussi proche que possible de la taille du filtre. Ainsi,
comme pour la SND, on désire ne pas avoir à décrire la physique de cette zone de transition
et on cherche les conditions de saut qu’il faut imposer aux interfaces pour tenir compte de
cette physique dans une représentation discontinue.

Nous allons décrire les deux méthodes que nous avons utilisées pour déterminer les
équations du concept ISS. Nous les illustrerons par des exemples connus en SND afin de



Chapitre 6. SGE diphasique avec une vision discontinue des interfaces : ISS 135

faire un parallèle avec notre démarche.

6.2.1 Analyse générique des processus interfaciaux

Principe de la méthode

La méthode que l’on présente rapidement ici est décrite en détail dans l’ouvrage de Ed-
wards et al. [23]. Cette analyse distingue deux types de représentations des interfaces suivant
la distance où se place l’observateur. Edwards parle de représentation macroscopique lorsque
l’observateur n’est pas capable de distinguer les longueurs de l’ordre de l’épaisseur de la zone
de transition et voit alors un champ, φ̃, discontinu à l’interface. Il parle de représentation
microscopique lorsque l’observateur ne voit pas d’interface mais une zone volumique de tran-
sition et un champ, φ, qui varie continûment. Les champs φ et φ̃ ne diffèrent que dans la zone
de transition (i.e. à proximité de l’interface) comme l’illustre la figure 6.1. Le lien entre les
champs microscopique et macroscopique se fait grâce à la notion de grandeur en excès. La
valeur en excès d’une grandeur est l’intégrale de la différence entre les représentations micro-
scopique et macroscopique dans la zone interfaciale et par unité de surface. On la note

(
φ
)ex

∫

A

(
φ
)ex

dS =

∫

V

(
φ− φ̃

)
dV (6.1a)

où V est le volume de contrôle défini dans la zone interfaciale et A la portion d’interface
incluse dans ce volume. Lorsque le rapport de l’épaisseur de la zone de transition1 δ et de
l’échelle de grandeur macroscopique, par exemple le rayon de courbure de l’interface Rb, tend
vers zéro, on a deux autres définitions équivalentes pour les champs surfaciques

(
φ
)ex

. On

peut définir la grandeur en excès à partir du flux de la grandeur φ à travers la frontière ∂V
du volume de contrôle V . En notant ∂A le contour de la surface A incluse dans ce volume, on
a : ∫

∂A

(
φ
)ex

dL =

∫

∂V

(
φ− φ̃

)
dS (6.1b)

La relation suivante est encore vérifiée

(
φ
)ex

=

∫ +∞

−∞

(
φ− φ̃

)
dξ3 (6.1c)

où ξ3 représente la distance signée à l’interface. Dans l’annexe B, on discute de l’équivalence
de ces trois définitions dans le cas d’une interface sphérique (voir aussi [23]). Graphiquement,
cette grandeur en excès est représentée par la partie hachurée de la figure 6.1. Elle est associée
à l’interface et permet d’exprimer les conditions de saut des grandeurs macroscopiques.

L’avantage de cette approche réside dans son caractère générique. Une fois les règles pour
déterminer les équations des grandeurs en excès établies, on peut les appliquer à des équations
de bilan générique comme le font Edwards et al. [23]. Elle permet donc de connâıtre rapidement
la forme générale des conditions de saut. En revanche, puisque les valeurs en excès dépendent
des grandeurs microscopiques, les conditions de saut que l’on obtient ne sont pas fermées. Cette
analyse nécessite donc une étape de modélisation supplémentaire pour fermer le problème.
Bien que moins générique, la méthode des développements asymptotiques raccordés inclut
l’étape de modélisation et aboutit à un problème fermé.

1La zone de transition est la zone où les grandeurs microscopique et macroscopique diffèrent.
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Fig. 6.1 – Définition du volume de contrôle associé à la zone de transition interfaciale et d’une
grandeur en excès

Origine volumique de la tension de surface

Pour illustrer la méthode générique d’analyse des processus interfaciaux, on présente le
cas de la tension interfaciale. Dans le cadre d’un modèle d’interface diffuse, on peut montrer
que l’équation de bilan de quantité de mouvement se met sous la forme suivante

ρ
du

dt
= −∇ · (pI + λ∇ρ⊗∇ρ) (6.2)

où ρ est la masse volumique du fluide, p sa pression, u sa vitesse, λ le coefficient de capillarité
interne supposé constant pour des raisons de simplicité et où d/dt ≡ ∂/∂t + u · ∇ est la
dérivée convective. Le tenseur non sphérique λ∇ρ⊗∇ρ est le tenseur de Korteweg qui permet
de comprendre l’origine volumique de la tension de surface comme on le montre par la suite. On
s’intéresse au système à l’équilibre. L’équilibre est caractérisé par une vitesse nulle. L’équation
de bilan de quantité de mouvement se met alors sous la forme :

∇ · (pI + λ∇ρ⊗∇ρ) = 0 (6.3)

Cette équation est l’équation de bilan de quantité de mouvement à l’équilibre pour l’échelle
microscopique. L’application de la méthode présentée sur des équations génériques par Ed-
wards et al. [23] à cette équation particulière est relativement immédiate et on peut trouver
directement le résultat. On choisit ici de détailler les différentes étapes de raisonnement afin
d’illustrer la philosophie de la méthode. Puisque, loin des interfaces, la masse volumique est
constante par phase, le champ macroscopique de la pression, p̃k, vérifie dans chacune des
phases (k = l dans la phase liquide et k = g dans la phase gazeuse) à l’équilibre :

∇ · (p̃kI) = 0 (6.4)

Cette équation est l’équation de bilan de quantité de mouvement à l’équilibre pour l’échelle
macroscopique. Soit V le volume de contrôle représenté par la figure 6.2. On décompose ce
volume de contrôle de la façon suivante :

V = V I ⊕ V II ⊕A (6.5)

Le volume V I est associé à la phase liquide (k = l) et V II à la phase gazeuse (k = g). A
représente la surface de l’interface comprise dans le volume V . On note ∂V la frontière du
volume V et ∂V I (respectivement ∂V II) la frontière du volume V I (respectivement V II).
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Fig. 6.2 – Décomposition du volume de contrôle en trois partie : une partie interfaciale et
deux volumes de contrôle phasique d’après Edwards et al. [23]

En utilisant le théorème de la divergence surfacique, l’intégration de l’équation de bilan de
quantité de mouvement à l’échelle microscopique (6.3) fournit :

∫

∂V
(pI + λ∇ρ⊗∇ρ) · dS = 0 (6.6)

De même, l’équation de bilan de quantité de mouvement à l’échelle macroscopique (6.4) de
la phase liquide (respectivement de la phase gazeuse) est intégrée sur le volume de contrôle
V I (respectivement V II). En utilisant à nouveau le théorème de la divergence surfacique, on
trouve respectivement :

∫

∂V I

p̃lI · dS = 0 (6.7a)

∫

∂V II

p̃gI · dS = 0 (6.7b)

Remarquons que la somme des flux à travers les frontières ∂V I et ∂V II correspond au flux à
travers la frontière ∂V auquel il faut retrancher le flux à travers la surface A+ pour ∂V I et la
flux à travers la surface A− pour ∂V II :

∫

∂V I

p̃lI · dS −
∫

A+

p̃lI · dA+ +

∫

∂V II

p̃gI · dS −
∫

A−

p̃gI · dA− =

∫

∂V
p̃ I · dS (6.8)

Par conséquent, en additionnant les deux équations (6.7a) et (6.7b) et en utilisant la normale
à l’interface sortante de la phase gazeuse, n (voir fig. 6.2), on trouve

∫

∂V
p̃ I · dS =

∫

A
(p̃l − p̃g) I · ndA =

∫

A
[ p̃ ]ndA (6.9)

où [ p̃ ] = p̃l − p̃g représente le saut de pression au niveau de l’interface. En soustrayant
l’équation précédente (6.9) à l’équation de bilan de quantité de mouvement à l’échelle micro-
scopique intégrée sur le volume V (6.6), on a :

∫

∂V
(pI + λ∇ρ⊗∇ρ) · dS −

∫

∂V
p̃ I · dS = −

∫

A
[ p̃ ]ndA (6.10)

D’après la définition des grandeurs en excès (6.1b), on reconnâıt dans le membre de gauche
de l’équation précédente le flux du tenseur des contraintes le long de la courbe ∂A :
∫

∂V

(
( p− p̃ ) I + (λ∇ρ⊗∇ρ− 0)

)
· dS =

∫

∂A

(
( p )ex

I + (λ∇ρ⊗∇ρ )ex

)
· dL (6.11)
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Le membre de droite de l’expression précédente se réécrit en utilisant le théorème de la diver-
gence surfacique (voir paragraphe C.10 de l’annexe C)

∫

∂A

(
( p )ex

I+(λ∇ρ⊗∇ρ )ex

)
·dL =

∫

A
∇s ·

(
P ·(( p )ex

I)+P ·(λ∇ρ⊗∇ρ )ex

)
dA (6.12)

où ∇s· est l’opérateur de divergence surfacique et P est le projecteur sur la surface2. Ces
deux opérateurs sont définis respectivement au paragraphe C.5.2 et par l’équation (C.23)
dans l’annexe C. Puisqu’à l’équilibre, ∇ρ est un vecteur normal à l’interface, on peut écrire :

∇ρ⊗∇ρ = ‖∇ρ‖2 n ⊗ n (6.13)

De plus, P · (n ⊗ n) = 0, donc l’équation (6.11) devient :

∫

∂V

(
( p− p̃ ) I + (λ∇ρ⊗∇ρ− 0)

)
· dS =

∫

A
∇s · (( p )ex

P) dA (6.14)

En égalant le membre de droite de cette dernière expression à celui de l’équation (6.10), on
trouve :

−
∫

A
[ p̃ ]ndA =

∫

A
∇s · (( p )ex

P) dA (6.15)

Ce résultat étant valable pour toute portion A de l’interface, on a finalement :

− [ p̃ ]n = ∇s · (( p )ex
P) (6.16)

Par définition de la courbure moyenne κ et du projecteur sur la surface P, on a l’égalité :

∇s · P = κn (6.17)

Enfin, à l’équilibre, la pression p est indépendante des coordonnées tangentielles à l’interface,
elle ne dépend que de la distance à l’interface3. Par conséquent, à l’équilibre, le gradient
surfacique, ∇s, de la grandeur en excès de la pression est nul :

∇s ( p )ex = 0 (6.18)

Ainsi, en notant la tension de surface

σ=̂ ( p )ex (6.19)

et en décomposant le membre de droite de l’équation (6.16), on retrouve la relation de Laplace :

− [ p̃ ]n = σκn (6.20)

A partir d’une description continue de la physique des interfaces, nous avons montré com-
ment l’analyse générique des processus interfaciaux permet, en faisant des bilans sur des
volumes de contrôle, de déterminer la forme générale des conditions de saut d’un problème
discontinu équivalent. Sans refaire toutes les étapes du raisonnement précédent, nous utili-
serons la philosophie de cette méthode pour trouver les conditions de saut des équations de
la SGE diphasique à partir de la description continue que nous avons établie au chapitre
précédent.

2Le projecteur sur la surface P correspond à l’opérateur identité pour les champs surfaciques tangents. C’est
la raison pour laquelle il est parfois noté Is.

3Le fait que la pression soit indépendante des coordonnées tangentielles est cohérent avec l’hypothèse que
le gradient de masse volumique est un vecteur normal.
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6.2.2 Méthode des développements asymptotiques raccordés

Principe de la méthode

La méthode des développements asymptotiques raccordés permet de trouver les solutions
approchées d’équations différentielles où deux échelles de longueurs d’ordre de grandeur très
différent interviennent. Lorsque l’on adimensionnalise les équations, le rapport de ces deux
échelles de longueur fait apparâıtre un petit paramètre que l’on notera ǫ. Dans notre cas, la
petite échelle de longueur correspond à la taille du filtre, c’est-à-dire la taille de l’interface
épaissie (car filtrée). Elle est donc égale à l’épaisseur de la zone de transition entre les deux
phases monophasiques. On la note δ. Toujours dans notre cas, la grande échelle de longueur

est le rayon de la sphère osculatrice de la bulle. On le note Rb. Finalement, on a : ǫ =
δ

Rb
.

La première étape de la méthode des développements asymptotiques raccordés consiste à
séparer le domaine en différentes sous-régions : les régions extérieures où les grandeurs varient
lentement et une région intérieure où les grandeurs varient rapidement. Les régions extérieures
sont bien sûr les parties monophasiques du domaine et la région intérieure correspond à la zone
de transition qui se situe en proche interface. Un bon exemple de grandeur dont les variations
sont soit lentes, soit rapides, suivant la région où l’on se trouve, est la masse volumique. En
effet, on la suppose constante dans les régions extérieures et elles varient rapidement dans la
région intérieure (voir fig. 5.3, 5.5 et 5.29(b) du chapitre précédent). Dans la deuxième étape
de cette méthode, on effectue, dans la région intérieure, un changement de variable suivant la
direction normale afin de tenir compte des variations rapides des grandeurs physiques. Cela
revient à dilater la direction normale et donc, à lui donner une importance prédominante par
rapport aux directions tangentielles. Les équations différentielles sont alors écrites à différents
ordres à l’aide d’un développement asymptotique en ǫ. On les résout séparément dans chacune
des régions, extérieures et intérieure. La dernière étape consiste à raccorder les solutions
obtenues dans les différentes régions grâce aux conditions de raccord (on les explicite au
paragraphe 6.4.5) valable quand ǫ tend vers zéro [104]. Lorsque ǫ → 0, la zone de transition
tend vers une surface de discontinuité. Les solutions des régions extérieures sont les solutions
approchées de ce nouveau problème discontinu. On l’appelle problème discontinu équivalent
car il ne diffère du précédent que dans la zone de transition. Ainsi, à partir de la résolution
d’une équation différentielle simplifiée dans la région intérieure, on dérive analytiquement les
conditions de saut à appliquer entre les solutions des problèmes des régions extérieures.

Un exemple simple

Cette méthode nous permettra d’exprimer les conditions de saut des grandeurs filtrées à
appliquer à l’interface. On disposera alors d’un système d’équations pour la SGE diphasique
avec une vision discontinue des interfaces. Avant d’appliquer cette méthode à l’étude complexe
des écoulements diphasiques et turbulents, on la présente sur un exemple simple pour illustrer
les différentes étapes que nous venons de décrire. On se place dans le système de coordonnées
généralisées (ξ1, ξ2, ξ3) lié à l’interface discontinue équivalente. (ξ1, ξ2) mesurent la distance
selon les directions principales de l’interface et ξ3 mesure la distance selon la direction nor-
male à l’interface. Dans l’annexe C, on définit plus complètement ce système de coordonnées.
L’interface est située en ξ3 = 0, la phase gazeuse (indice g) pour ξ3 < 0 et la phase liquide
(indice l) pour ξ3 > 0. On suppose que le champ de vitesse filtrée est monodimensionnel,
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stationnaire, qu’il dépend uniquement de ξ3 et qu’il est la solution du système suivant :

du

dξ3
(ξ3, ǫ)

√
ξ23 + ǫ2 − u(ξ3, ǫ) = 0 (6.21a)

u(1, ǫ) = 1 (6.21b)

Dans le cas de système très simple, on trouve facilement la solution exacte :

u(ξ3, ǫ) =
ξ3 +

√
ξ23 + ǫ2

1 +
√

1 + ǫ2
(6.22)

Première étape : définition des différentes régions La région intérieure est ici le
voisinage de l’origine. Les régions extérieures sont de part et d’autre du plan ξ3 = 0 pour ξ3
suffisamment grand.

Deuxième étape : changement de variable et développement en ǫ Comme on s’at-
tend à des variations d’ordre 1 dans la région intérieure, on effectue le changement de variable
suivant :

ξ =̂
ξ3
ǫ

(6.23a)

u(ξ3, ǫ) = ŭ(ξ, ǫ) (6.23b)

En introduisant cette nouvelle variable ξ dans l’équation (6.21a), on trouve :

dŭ

dξ
(ξ, ǫ)

√
ξ2 + 1 − ŭ(ξ, ǫ) = 0 (6.24)

Pour résoudre cette équation, on cherche généralement la solution sous la forme d’un
développement en ǫ :

ŭ(ξ, ǫ) = ŭ
0
(ξ) + ǫ ŭ

1
(ξ) + O

(
ǫ2
)

(6.25)

A l’ordre 0, l’équation (6.24) s’écrit pour la région intérieure :

dŭ
0

dξ
(ξ)
√
ξ2 + 1 − ŭ

0
(ξ) = 0 (6.26)

En faisant le changement de fonction inconnue ŭ
0
(ξ) = ef(ξ), on se ramène à :

df

dξ
(ξ) =

1√
1 + ξ2

(6.27)

Il faut alors faire appel à de vieux souvenirs

dArgsh

dx
(x) =

1√
1 + x2

(6.28a)

Argsh(x) = ln(x+
√

1 + x2) (6.28b)

où Argsh = sh−1 avec sh(x) = ex−e−x

2 . Finalement, en notant c0 la constante d’intégration
de l’ordre 0, on a :

ŭ
0
(ξ) = c0(ξ +

√
1 + ξ2) (6.29)

Pour résoudre l’équation dans les régions extérieures, on cherche également la solution sous
la forme d’un développement en ǫ mais sans faire de changement de variable :

u(ξ3, ǫ) = u0(ξ3) + ǫ u1(ξ3) + O
(
ǫ2
)

(6.30)
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A l’ordre 0, l’équation (6.24) s’écrit pour les régions extérieures :

du0

dξ3
(ξ3) |ξ3| − u0(ξ3) = 0 (6.31)

Avec le même changement de fonction inconnue que pour la région intérieure, on trouve
respectivement pour les phases gazeuses et liquides :

u0
g(ξ3) =

c0g
ξ3

(6.32a)

u0
l (ξ3) = c0l ξ3 (6.32b)

A cette étape de la méthode, parmi les trois constantes d’intégration que nous avons in-
troduites, seule celle correspondant à la solution dans la région extérieure liquide, c0l , peut
être déterminée. En effet, on ne dispose que d’une condition aux limites, u(1, ǫ) = 1, et elle
concerne la région extérieure liquide. Elle fournit c0l = 1. Les autres constantes d’intégration
sont déterminées à partir des conditions de raccord.

Troisième étape : application des conditions de raccord L’interface étant située en
ξ3 = 0, le principe de raccord s’écrit (voir paragraphe 6.4.5) :

lim
ξ→±∞

ŭ
0

= lim
ξ3→ 0±

u0 (6.33)

En l’appliquant d’abord côté liquide (ξ3 > 0), on trouve que c0 = 0 ce qui implique côté gaz
(ξ3 < 0) c0g = 0. Finalement, on a les solutions suivantes :

ŭ
0
(ξ) = 0 pour la région intérieure (6.34a)

u0
g(ξ3) = 0 pour la région extérieure gazeuse (ξ3 < 0) (6.34b)

u0
l (ξ3) = ξ3 pour la région extérieure liquide (ξ3 > 0) (6.34c)

En faisant tendre ǫ vers zéro, on se ramène à un problème discontinu (la zone de transition est
d’épaisseur nulle). La méthode des développements asymptotiques raccordés nous a permis
de montrer, dans ce cas précis, qu’à l’ordre 0 le champ de vitesse est continu en valeur et
discontinu en dérivée :

lim
ξ3→0+

u0
l − lim

ξ3→0−
u0

g = 0 (6.35a)

lim
ξ3→0+

du0
l

dξ3
− lim

ξ3→0−

du0
g

dξ3
= 1 (6.35b)

A l’ordre 1, les solutions dans les régions extérieures sont nulles, la solution dans la région
intérieure est :

ŭ
1
(ξ) =

ξ +
√
ξ2 + 1

2
(6.36)

La solution approchée (définie comme la somme des solutions intérieure et extérieures moins
la valeur du raccord entre les solutions), uapp est alors :

uapp(ξ3, ǫ) =
ξ3 +

√
ξ23 + ǫ2

2
(6.37)

La figure 6.3 représente les solutions extérieures liquide et gazeuse, approchée et exacte pour
ǫ = 0, 1. On constate que les solutions extérieures sont de très bonnes approximations de la
solution exacte dès que l’on est suffisamment loin de l’interface.



142 Chapitre 6. SGE diphasique avec une vision discontinue des interfaces : ISS

Solution exacte

Solution approchée

Solution extérieure gaz

Solution extérieure liquide

ξ
3

u

Interface
liquidegaz

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

−2 −1.5 −1 −0.5  0  0.5  1  1.5  2

Fig. 6.3 – Solutions d’un problème discontinue équivalent obtenues grâce à la méthode des
développements asymptotiques raccordés

Finalement, en définissant le champ de vitesse du problème discontinu ũ comme l’ordre 0 du
champ de vitesse des régions extérieures u0

ũ = u0, (6.38)

on a établi le système discontinu équivalent suivant

dũ

dξ3
(ξ3) |ξ3| − ũ(ξ3) = 0 pour ξ3 6= 0 (6.39a)

ũ(1) = 1 (6.39b)

[ ũ ] = 0 pour ξ3 = 0 (6.39c)

où [ ũ ] représente le saut de vitesse.

Origine volumique de la tension de surface

L’exemple précédent est formel, l’équation différentielle dont on est parti était adimen-
sionnalisée. Or, une des étapes préliminaires essentielles de la méthode des développements
asymptotiques raccordés est l’étape d’adimensionnalisation. Afin d’illustrer cette étape ainsi
que les similitudes entre l’analyse générique des processus interfaciaux et la méthode des
développements asymptotiques raccordés, on reprend l’exemple de l’origine volumique de la
tension de surface. Avant d’adimensionnaliser l’équation (6.3), on la réécrit sous une forme
équivalente mais plus simple à analyser mathématiquement. On montre facilement que :

∇ · (∇ρ⊗∇ρ) = ∇
(‖∇ρ‖2

2

)
+ (∆ρ)∇ρ (6.40)

En supposant comme précédemment que λ est une constante, l’équation (6.3) peut donc se
réécrire sous la forme suivante :

∇p+ λ

(
∇
(‖∇ρ‖2

2

)
+ (∆ρ)∇ρ

)
= 0 (6.41)
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La résolution de cette équation d’équilibre pour une interface plane4 fournit l’ordre de grandeur
de la tension de surface (définie par la relation (6.19))

σ ∼ λ
[ ρ ]

δ
(6.42)

où [ ρ ] = ρl−ρg représente le saut de masse volumique et δ l’épaisseur de la zone de transition.
L’ordre de grandeur de la pression s’exprime naturellement en fonction de la tension de surface,
σ, et du rayon de courbure de la sphère osculatrice à l’interface, Rb :

p ∼ σ

Rb
(6.43)

En remplaçant, dans l’expression précédente, la tension de surface par son ordre de grandeur
donné par l’équation (6.42), on trouve :

p ∼ λ
[ ρ ]

Rb δ
(6.44)

En adimensionnalisant la pression comme nous venons de le préciser, la masse volumique ρ
par le saut de masse volumique [ ρ ], et en prenant le rayon de courbure de la sphère oscula-
trice comme longueur caractéristique (on se sert de cette longueur pour adimensionnaliser les
opérateurs de dérivation), on trouve la forme adimensionnalisée de l’équation (6.41)

∇p+ ǫ

(
∇
(‖∇ρ‖2

2

)
+ (∆ρ)∇ρ

)
= 0 (6.45)

avec

ǫ =
δ

Rb
(6.46)

Pour des raisons de commodité de notation, on note les grandeurs adimensionnalisées comme
les grandeurs elles-mêmes. Le paramètre adimensionnalisé ǫ est très petit devant 1. C’est le
petit paramètre des développements asymptotiques raccordés.

Comme dans l’exemple précédent, on utilise les coordonnées généralisée (ξ1, ξ2, ξ3). On
suppose que l’interface est située en ξ3 = 0, la phase gazeuse (indice g) pour ξ3 < 0 et la
phase liquide (indice l) pour ξ3 > 0.

Première étape : définition des différentes régions Comme on vient de le préciser, la
région intérieure est ici le voisinage de l’origine −δ ≤ ξ3 ≤ δ. Les régions extérieures vérifient
respectivement ξ3 > δ et ξ3 < −δ.

Deuxième étape : changement de variable et développement en ǫ Comme on s’at-
tend à des variations d’ordre 1 dans la région intérieure, on effectue le changement de variable
suivant :

ξ =̂
ξ3
ǫ

(6.47a)

p(ξ1, ξ2, ξ3, ǫ) = p̆(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) (6.47b)

ρ(ξ1, ξ2, ξ3, ǫ) = ρ̆(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) (6.47c)

4On ne présente pas dans ce mémoire la résolution de cette équation d’équilibre pour une interface plane,
mais on la trouvera par exemple dans [2].
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Les variables du système sont alors elles aussi développées en ǫ :

p̆(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) =
1

ǫ
p̆
−1

(ξ1, ξ2, ξ) + p̆
0
(ξ1, ξ2, ξ) + O (ǫ) (6.48a)

ρ̆(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) = ρ̆
0
(ξ1, ξ2, ξ) + ǫ ρ̆

1
(ξ1, ξ2, ξ) + O

(
ǫ2
)

(6.48b)

Il est important de noter que la pression et la masse volumique ne commencent pas au même
ordre. C’est l’analyse des ordres de grandeur des variations de la pression et de la masse
volumique sur la solution, pour une interface plane, de l’équation (6.3) qui permet de connâıtre
a priori l’ordre le plus bas en ǫ de ces grandeurs (voir par exemple [2]). En introduisant cette
nouvelle variable et ces développements en ǫ dans l’équation (6.45), on trouve dans la direction
normale à l’interface :

– à l’ordre -1 en ǫ

∂

∂ξ


p̆−1

+
1

2

(
∂ρ̆

0

∂ξ

)2

+

∂2ρ̆
0

∂ξ2
∂ρ̆

0

∂ξ
= 0 (6.49a)

– à l’ordre 0 en ǫ

∂

∂ξ

(
p̆
0
+
∂ρ̆

0

∂ξ

∂ρ̆
1

∂ξ

)
+

(
∂2ρ̆

1

∂ξ2
+ (κ1 + κ2)

∂ρ̆
0

∂ξ

)
∂ρ̆

0

∂ξ
+
∂2ρ̆

0

∂ξ2
∂ρ̆

1

∂ξ
= 0 (6.49b)

où κ1 et κ2 sont les courbures des directions principales ξ1 et ξ2.

En utilisant simplement les règles de dérivation d’un produit,

∂2ρ̆
0

∂ξ2
∂ρ̆

0

∂ξ
=

1

2

∂

∂ξ

(
∂ρ̆

0

∂ξ

)2

(6.50a)

∂2ρ̆
1

∂ξ2
∂ρ̆

0

∂ξ
+
∂2ρ̆

0

∂ξ2
∂ρ̆

1

∂ξ
=

∂

∂ξ

(
∂ρ̆

0

∂ξ

∂ρ̆
1

∂ξ

)
(6.50b)

les équations (6.49a) et (6.49b) se réécrivent respectivement

∂

∂ξ


p̆−1

+

(
∂ρ̆

0

∂ξ

)2

 = 0 (6.51a)

∂

∂ξ

(
p̆
0
+ 2

∂ρ̆
0

∂ξ

∂ρ̆
1

∂ξ

)
+ κ

(
∂ρ̆

0

∂ξ

)2

= 0 (6.51b)

où κ = κ1 + κ2 est la courbure moyenne. Ces équations s’intègrent facilement et on trouve :

p̆
−1

= c−1 (ξ1, ξ2) −
(
∂ρ̆

0

∂ξ

)2

(6.52a)

p̆
0

= c0 (ξ1, ξ2) − 2
∂ρ̆

0

∂ξ

∂ρ̆
1

∂ξ
− κ

∫ ξ

−∞

(
∂ρ̆

0

∂ξ

)2

dξ (6.52b)

De même que pour le problème extérieur, la pression extérieure est développée en ǫ. C’est
à nouveau la résolution du problème à l’équilibre pour une interface plane qui permet de
connâıtre l’ordre le plus faible en ǫ du développement de la pression. Pour le problème
extérieur, on commence à l’ordre 0 :

p(ξ1, ξ2, ξ3, ǫ) = p0(ξ1, ξ2, ξ3) + ǫ p1(ξ1, ξ2, ξ3) + O
(
ǫ2
)

(6.53)

A l’ordre 0 en ǫ, l’équation projetée dans chacune des directions ξi s’écrit pour le problème
extérieur :

∂p0

∂ξi
= 0 (6.54)

Cette relation indique que la pression est uniforme au sein de chaque phase.
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Troisième étape : application des conditions de raccord L’application des conditions
de raccord (voir paragraphe 6.4.5) à l’ordre -1 en ǫ fournit c−1 = 0. A l’ordre 0, et en repassant
sous forme dimensionnelle, on a :

lim
ξ3→ 0+

p0 − lim
ξ3→ 0−

p0 = lim
ξ→+∞

p̆
0 − lim

ξ→−∞
p̆
0

= κ

∫ +∞

−∞

λ

(
∂ρ

∂ξ3

)2

dξ3 (6.55)

Finalement, puisqu’à l’ordre -1

σ =
(
p−1
)ex

=

∫ +∞

−∞

λ

(
∂ρ0

∂ξ3

)2

dξ3 (6.56)

(voir eq. (6.19) et (6.52a) ainsi que la définition de la grandeur en excès (6.1c)), en posant
p̃ = p0, on trouve, à l’équilibre, au problème discontinu équivalent trivial suivant

∇p̃ = 0 pour ξ3 6= 0 (6.57a)

[ p̃ ] = σκ en ξ3 = 0 (6.57b)

où la dernière relation n’est autre que la relation de Laplace.

Par rapport à l’analyse générique des processus interfaciaux, la méthode des
développements asymptotiques permet d’aller plus loin dans l’étape de fermeture du problème
discontinu équivalent. En effet, l’analyse d’Edwards et al. [23] nous avait seulement permis
d’exprimer le saut de pression du problème discontinu en fonction de la grandeur en excès
associée à la pression de l’échelle microscopique. Avec les développements asymptotiques rac-
cordés, on l’a déterminé en fonction des variations de la masse volumique et, en se donnant
une loi d’état reliant la pression et la masse volumique, on pourrait fermer complètement le
problème.

Analogie avec notre problème

La figure 6.4 trace, à l’ordre -1, l’allure de la pression à l’échelle microscopique. Nous avons
vu que la grandeur en excès de la pression qui correspond à l’aire située sous la courbe était
en fait la tension de surface. L’allure du terme sous-maille issu de la dérivée temporelle de
l’équation de bilan de quantité de mouvement, τ temp, (fig. 5.9(d)) est identique à celle de la
pression à l’échelle microscopique (fig. 6.4). On s’attend à ce que la grandeur en excès de ce
terme sous-maille intervienne dans l’expression des conditions de saut du problème discontinu
équivalent. Puisque les valeurs asymptotiques sont égales de part et d’autre de la discontinuité
(le terme sous-maille est nul loin des interfaces), la valeur de la grandeur en excès, qui lui est
associée, est indépendante de la localisation de la discontinuité équivalente. On parle alors de
grandeur intrinsèque. Lorsque la grandeur en excès dépend de la position de la discontinuité
équivalente (c’est le cas pour la masse volumique par exemple), il faut faire intervenir des
notions de conservation.

On a expliqué comment l’analyse générique des processus interfaciaux permet de
déterminer la forme des conditions de saut que doit respecter le problème discontinu
équivalent. Il est intéressant de remarquer que le formalisme monofluide permet, en écrivant
les équations au sens des distributions, de reprendre la philosophie d’étude sous la forme de
bilan sans écrire explicitement les intégrales. Ainsi, l’équivalent de la relation (6.9) s’obtient
immédiatement au sens des distributions grâce au formalisme monofluide. Les deux étapes de
bilan d’abord sur chacune des phases (6.7) puis sur le volume incluant l’interface (6.8) ont
leur équivalent en formalisme monofluide. Elles correspondent respectivement à la multiplica-
tion d’une équation de la phase k par la fonction indicatrice de phase χ̃k et à la sommation
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Fig. 6.4 – Allure du profil à l’équilibre de l’ordre -1 des champs de pression macroscopique et
microscopique. Définition de la tension de surface comme une grandeur en excès

des équations de chacune des phases. En effet, en multipliant l’équation (6.4) par la fonction
indicatrice de phase χ̃k, on a dans chaque région extérieure (k = l dans la phase liquide et
k = g dans la phase gazeuse) :

∇ · (χ̃kp̃kI) = p̃k∇χ̃k (6.58)

En ajoutant l’équation précédente écrite pour la phase liquide (k = l) et celle écrite pour
la phase gazeuse (k = g), on retrouve bien l’équivalent de la relation (6.9) obtenue grâce à
l’analyse générique des processus interfaciaux

∇ · (p̃ I) = [ p̃ ]nδσ (6.59)

où on a utilisé la propriété ∇χg = −nδσ (avec δσ la fonction de Dirac associée à l’interface)
et où [ p̃ ] = p̃l − p̃g représente le saut de pression. Il est important de noter que la dernière
équation n’apporte aucune information nouvelle. Elle permet uniquement de savoir la forme
des relations de saut que l’on cherche à fermer. On n’a pas déterminer à quoi doit être égal
le saut de pression, on a simplement mis en évidence que l’on aura besoin de le préciser si on
veut résoudre le problème discontinu. Etant donnés deux domaines adjacents où on résoud un
système d’équations différentielles, le formalisme monofluide permet donc de préciser rapide-
ment quelles relations de saut à la frontière des deux domaines on doit se donner pour fermer
le problème.

Dans le paragraphe suivant, on écrit le système SGE diphasique que nous avons établi au
chapitre précédent tel qu’il dégénère loin des phases, c’est-à-dire dans les régions extérieures.
Puis, à l’aide du formalisme monofluide, on détermine la forme des conditions de saut que
l’on cherche à déterminer grâce à la méthode des développements asymptotiques raccordés.

6.3 Objectifs

On cherche ici à résoudre un système équivalent au système établi au chapitre précédent.
Pour ce nouveau système, on cherche à ramener la zone continue de transition à une simple
discontinuité. A priori, on aboutit de cette façon à un problème similaire à celui que l’on aurait
directement trouvé en appliquant séparément un filtre dans chacune des phases. Cette dernière
façon de faire n’épaissit pas l’interface car aucun des volumes de prise de moyenne ne contient
l’interface. Elle est cependant délicate car les volumes de prise de moyenne dépendent alors
nécessairement du temps et de l’espace et le filtre ne commute donc plus avec les dérivées.
De plus, il est difficile de définir dans ce contexte la notion d’interface filtrée. Ce sont ces
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différentes raisons qui nous ont conduits à passer par l’étape précédente en faisant apparâıtre
une zone continue de transition. Les équations que l’on doit résoudre dans chacune des phases
loin de la discontinuité se déduisent du système (5.72) en prenant la masse volumique, ρ, et la
viscosité, µ, constantes ainsi que δσ nul puisqu’on est loin des interfaces. Le fait que la masse
volumique soit constante dans les phases implique en particulier que le tenseur sous-maille issu

de l’accélération est nul loin des interfaces ∂ρu−ρu

∂t = 0. En notant respectivement la vitesse
et la pression solution de ce nouveau problème ũk et p̃k, on trouve donc respectivement pour
l’équation de continuité et l’équation de bilan de quantité de mouvement :

∇ · ũk = 0 (6.60a)

∂ρk ũk

∂t
+ ∇ · (ρk ũk ⊗ ũk) = −∇p̃k + ∇ ·

(
µk

(
∇ũk + ∇T ũk

))

+∇ ·
(
ρk

(
ũk ⊗ ũk − ũk ⊗ ũk

))
(6.60b)

Les équations précédentes correspondent aux équations de la SGE monophasique classique
lorsque l’on fait l’hypothèse de similarité d’échelle. On désire résoudre ces équations jusqu’à
la position de la discontinuité et non seulement loin de l’interface. Etant données les équations
que l’on résout dans deux domaines adjacents, il faut alors trouver (i) la forme des conditions
aux limites que l’on doit se donner, (ii) une fermeture de ces conditions aux limites pour que
le problème soit fermé, (iii) le lieu où on impose ces conditions aux limites. Le problème ainsi
défini est équivalent au problème continu (5.72). Comme nous l’avons illustré sur l’équation
de bilan de quantité de mouvement à l’équilibre (voir eq. (6.59)), le formalisme monofluide
permet de réaliser l’étape (i), i.e. il permet de préciser la forme des conditions aux limites que
l’on doit se donner. Dans la suite et afin d’alléger les équations, on adoptera les notations :

L̃k =̂ ũk ⊗ ũk − ũk ⊗ ũk

S̃k =̂ µk

(
∇ũk + ∇T ũk

)

En multipliant par la fonction indicatrice de phase du problème filtré discontinu, χ̃k, chacune
de ces équations et en les sommant, on a une première idée de la forme des conditions de saut
qu’il nous faudra fermer

∇ · ũ −
∑

k

ũk · ∇χ̃k = 0 (6.61a)

∂ρ̃ ũ

∂t
+ ∇ · (ρ̃ ũ ⊗ ũ) = −∇p̃+ ∇ ·

(
S̃
)

+
∑

k

(
p̃kI − S̃k

)
· ∇χ̃k

+∇ ·
(
ρ̃ L̃

)

+
∑

k

ρk

(
ũk
∂χ̃k

∂t
+
(
ũk ⊗ ũk − L̃k

)
· ∇χ̃k

)
(6.61b)

où chaque grandeur monofluide φ̃ est définie par φ̃=̂
∑

k χ̃kφ̃k. Ce système n’est pas fermé.
En effet, on a fait apparâıtre la forme des relations de saut à l’interface mais, on ne peut
pas à ce stade les exprimer en fonction de grandeurs monofluides : les termes de somme sur
l’indice k font intervenir les grandeurs phasiques et non les grandeurs monofluides. Dans le
cadre de l’analyse générique des processus interfaciaux, cette étape correspond à celle où on
a uniquement travaillé sur les équations des régions extérieures. L’étape de fermeture utilise
les équations du problème intérieur pour exprimer les conditions de saut en fonction des
grandeurs en excès. On rappelle que dans le cas de la SND, on considère :

– l’équation de transport
∂χk

∂t
+ u · ∇χk = 0 (6.62a)
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– la relation de saut issue du bilan de masse

∑

k

uk · ∇χk = 0 (6.62b)

– la relation de saut issue du bilan de quantité de mouvement

∑

k

(pkI − Sk) · ∇χk = σ∇s · n (6.62c)

Les modèles de SND qui utilisent une représentation continue des interfaces fournissent des
conditions de saut équivalente lorsqu’on fait tendre l’épaisseur de la zone de transition vers
zéro. L’objectif de ce chapitre est de déterminer les conditions de saut que fournissent les
équations de la SGE avec une vision continue des interfaces lorsqu’on fait tendre l’épaisseur
de la zone interfaciale vers zéro : quel est l’équivalent des conditions de sauts (6.62) pour les
grandeurs filtrées ? Comme on l’a fait apparâıtre dans le système (6.61), on cherche donc à
préciser :

– la vitesse, veσ, de la discontinuité équivalente, χ̃k

∂χ̃k

∂t
+ veσ · ∇χ̃k = 0 (6.63a)

– la relation de saut issue du bilan de masse filtré

∑

k

ũk · ∇χ̃k (6.63b)

– la relation de saut issue du bilan de quantité de mouvement filtré

∑

k

(
ρkũk

∂χ̃k

∂t
+
(
p̃kI − S̃k + ρk

(
ũk ⊗ ũk − L̃k

))
· ∇χ̃k

)
(6.63c)

Trouver une fermeture des expressions (6.63b) et (6.63c) correspond à l’étape (ii) mentionnée
ci-dessus. Exprimer la vitesse, veσ, de la discontinuité équivalente, χ̃k, revient à réaliser l’étape
(iii) puisque cette étape consiste à préciser le lieu où on impose les relations de saut. Cette
étape est aussi délicate qu’essentielle. Elle est essentielle car un des premiers objectifs d’ISS est
bien sûr de prédire précisément la position des interfaces. Son caractère délicat est lié au fait
que la position de la discontinuité dépend de la courbure ainsi qu’à l’existence des corrélations
entre la vitesse et la normale. Ce sont les deux raisons pour lesquelles, contrairement à la SND,
on ne peut pas dans le cadre de la SGE diphasique, transporter l’interface avec la vitesse mo-
nofluide. Une grande partie de la suite de ce chapitre est dédiée à la détermination de la vitesse
de l’interface filtrée veσ. L’analyse des processus interfaciaux s’appuyant sur la distinction de
deux échelles de longueur permet d’exprimer ces sauts en fonction de grandeurs intégrales.
Edwards et al. ([23, Chapitres 15-16]) appliquent cette méthode d’analyse à des équations
bilans génériques (voir paragraphe 6.2.1). Cependant, ils ne proposent pas de fermeture pour
les grandeurs intégrales. Chandesris et Jamet [12] reprennent cette philosophie d’étude pour
déterminer les conditions aux limites entre un milieu libre et un milieu poreux. Pour fermer les
grandeurs intégrales, ils utilisent la méthode des développements asymptotiques raccordés. La
méthode des développements asymptotiques raccordés que l’on a décrite au paragraphe 6.2.2
est une méthode classiquement utilisée par la communauté phase-field [2] ainsi que par de
nombreux autres auteurs [21, 103, 104]. Grâce à cette méthode, à ces conditions de raccord
(voir paragraphe 6.4.5) et aux équations de la SGE continue (i.e. SND filtrée), on va préciser
ces relations de saut ainsi que la vitesse, veσ, de la discontinuité équivalente χ̃k.
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6.4 Application de la méthode des développements asympto-

tiques raccordés

6.4.1 Adimensionnalisation des équations

Les équations que l’on adimensionnalise sont celles du système de la SGE diphasique avec
une vision continue des interfaces (5.72). Les échelles caractéristiques du problème sont les
suivantes :

– Rb, le rayon de la sphère osculatrice,

– VT , la vitesse terminale de la bulle,

– δ, l’épaisseur de la zone de transition du problème filtré continu, i.e. la taille du filtre,

– gn, la norme du vecteur gravité,

– ρl et µl la masse volumique et la viscosité dynamique de la phase liquide5.

On introduit les variables adimensionnelles suivantes :

– ∇ =
1

Rb
∇+,

– u = VTu+,

– t =
Rb

VT
t+,

– t =
δ

VT
t+interf ,

– p = ρlV
2
T p

+,

– ρ = ρlρ
+ et µ = µlµ

+.

On a introduit deux temps adimensionnels. Ceci est dû au fait que l’on considère une seule

vitesse caractéristique et deux échelles de longueur. Le temps adimensionnel t+interf n’inter-
vient que lorsque les échelles de longueur concernées sont caractérisées par l’épaisseur de
la zone de transition, δ. Ceci est typiquement le cas du modèle du terme de sous-maille
τ temp dans l’équation de bilan de quantité de mouvement (5.72c) et de l’indicatrice filtrée χk

dans l’équation de transport de l’interface (5.72b). Les nombres adimensionnels nécessaires à
l’écriture des équations adimensionnalisées sont :

– ǫ =
δ

Rb
,

– Re =
ρlVTRb

µl
, le nombre de Reynolds de bulle,

– Fr =
VT√
gnRb

, le nombre de Froude,

– We =
ρlV

2
TRb

σ
, le nombre de Weber.

L’équation de bilan de quantité de mouvement (1.16c) s’écrit avec les choix précédents :

∂ρ+u+

∂t+
+ ∇+ ·

(
ρ+u+ ⊗ u+

)
= −∇+p+

+
1

Re
∇+ ·

(
µ+
(
∇+u+ + ∇+Tu+

))

+
1

Fr2
ρ+g+ +

κ+

We
∇+χg (6.64)

5On choisit les grandeurs de la phase liquide pour adimensionnaliser nos équations car les nombres adimen-
sionnels que l’on utilise dans ce mémoire et plus généralement dans la littérature consacrée aux écoulements à
bulles, sont basés sur les grandeurs de la phase liquide.
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Dans la suite, on omet l’exposant + par souci de clarté. Comme la gravité ne pose pas de
problème de modélisation, on se restreint (sans perte de généralité) à l’étude sans gravité. Les
équations du système (5.72) s’écrivent avec les choix précédents :

∇ · u = 0 (6.65a)

1

ǫ

∂χk

∂t
+ u · ∇χk + u · ∇χk − u · ∇χk = 0 (6.65b)

∂ρ u

∂t
+ ∇ · (ρ u ⊗ u) = −∇p

+
1

ǫ

∂(ρ u − ρ u)

∂t
+∇ ·

(
ρ u ⊗ u − ρ u ⊗ u

)

+
1

Re
∇ ·
(
µ
(
∇u + ∇Tu

))

+
κ

We
∇χg (6.65c)

L’apparition du facteur
1

ǫ
, devant le premier terme du membre de gauche de l’équation de

transport de la zone de transition (6.65b) et devant le second terme du membre de droite
de l’équation de bilan de quantité de mouvement (6.65c), est dûe à leur échelle de longueur
caractéristique. En effet, puisque ces deux termes n’existent que dans le problème intérieur
(ils sont nuls dans les régions extérieures), leur échelle de longueur caractéristique est obliga-
toirement l’épaisseur de la zone de transition, δ. En revanche, le premier terme du membre
de droite de l’équation de bilan de quantité de mouvement existe à la fois dans le problème
intérieur et extérieur. Par conséquent, pour ce terme, on a le choix entre l’échelle de lon-
gueur macroscopique Rb et l’échelle de longueur microscopique δ. Puisque l’on concentre
notre étude sur l’interface, on choisit de considérer que le caractère instationnaire de l’inter-
face est prépondérant devant celui du champs de vitesse. On décide donc d’adimensionnaliser
l’accélération en utilisant l’échelle de longueur macroscopique ce qui explique l’abscence de

facteur
1

ǫ
devant ce terme. Comme nous le verrons, ce choix a pour conséquence qu’à l’ordre 0

en ǫ l’interface se déplace alors que le champ de vitesse est stationnaire. Le caractère sta-
tionnaire de la vitesse simplifie bien sûr énormément les calculs qui suivent et qui sont déjà
relativement fastidieux...

6.4.2 Choix du système de coordonnées

La fonction indicatrice de phase filtrée χ dont dépendent la viscosité dynamique µ et la
masse volumique ρ varie rapidement dans la direction normale à l’interface mais pas suivant
les directions tangentielles. Pour dilater la direction normale à l’interface, on se place dans le
système de coordonnées généralisées (ξ1, ξ2, ξ3) lié à l’interface discontinue équivalente. (ξ1, ξ2)
mesurent la distance selon les directions principales de l’interface et ξ3 mesure la distance selon
la direction normale à l’interface. Dans l’annexe C, on définit ce système de coordonnées et
on réécrit les opérateurs gradient et divergence dans cette base.

6.4.3 Problème intérieur

Pour étudier le problème intérieur, une nouvelle variable d’espace est introduite :

ξ=̂
ξ3
ǫ
, avec ǫ=̂

δ

Rb
(6.66)
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On réécrit le système (6.65) en utilisant cette nouvelle variable d’espace. Ceci a pour
conséquence de faire apparâıtre un facteur 1/ǫ devant les dérivées suivant la direction normale.
Soit φ une grandeur physique, on pose :

φ̆(ξ1, ξ2, ξ) = φ(ξ1, ξ2,
ξ3
ǫ

) (6.67)

Dans la région intérieure, on cherche les solutions sous la forme :

φ̆(ξ1, ξ2, ξ, ǫ) = φ̆0(ξ1, ξ2, ξ) + ǫ φ̆1(ξ1, ξ2, ξ) + ǫ2 φ̆2(ξ1, ξ2, ξ) + O
(
ǫ3
)

(6.68)

La fonction indicatrice de phase filtrée χ dont dépendent la viscosité et la masse volumique
varie fortement dans la zone de transition dans la direction normale à l’interface. On fait
l’hypothèse que ces variations sont en ξ3/ǫ. Cela signifie simplement que ces variations sont
indépendantes du facteur de dilatation ou encore que le développement en ǫ de χ̆k est réduit

à l’ordre 0 : χ̆k = χ̆
0
k.

Equation de continuité

Dans ce paragraphe et dans ceux qui suivent, on utilise les facteurs d’échelle de chaque di-
rection principale, h1 et h2, ainsi que les courbures principales, κ1 et κ2 (voir l’annexe C
pour plus de détail). La notation ŭ(i) désigne la composante i du vecteur ŭ dans le repère
associé à l’interface, {gi} (les directions 1 et 2 sont les directions principales de l’interface et
la direction 3 est la direction normale à l’interface, voir annexe C). D’après l’équation (C.40)
de l’annexe C, il vient :

∇ · ŭ =
1

h1 h2

[
h2
∂ŭ(1)

∂ξ1
+ h1

∂ŭ(2)

∂ξ2
+ h1 h2

∂ŭ(3)

ǫ ∂ξ
− ŭ(3)(κ1h2 + κ2h1)

−ǫ ξ
(
ŭ(1)

∂κ2

ξ1
+ ŭ(2)

∂κ1

ξ2

)]
= 0 (6.69)

En injectant la relation (6.68) appliquée à φ = u(i) dans l’équation (6.69) mul-
tipliée par h1h2 et en utilisant le développement limité de hi au premier ordre
(hi = 1 − ǫξκi + O(ǫ2), i = 1, 2), on a :

– à l’ordre 0

∂ŭ
0
(3)

∂ξ
= 0 (6.70a)

– à l’ordre 1 (en utilisant (6.70a))

∂ŭ
0
(1)

∂ξ1
+
∂ŭ

0
(2)

∂ξ2
+
∂ŭ

1
(3)

∂ξ
− ŭ

0
(3)(κ1 + κ2) = 0 (6.70b)

Equation de bilan de quantité de mouvement

On note :

T =̂ ρ u − ρ u (6.71a)

C =̂ ρ u ⊗ u − ρ u ⊗ u (6.71b)

T̆ =̂ ρ ŭ − ρ̆ ŭ (6.71c)

C̆ =̂ ρ ŭ ⊗ ŭ − ρ̆ ŭ ⊗ ŭ (6.71d)
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Dans les équations précédentes, l’utilisation du symbole˘pour la masse volumique, ρ, est inutile
car il s’agit d’une fonction discontinue, constante de part et d’autre de l’interface. Dans la
suite, on notera par exemple C0 l’ordre 0 du tenseur C. Cette définition n’est pas ambiguë car

φ0 = φ
0
. En effet, ǫ est un petit paramètre indépendant des coordonnées d’espace. D’autre

part, afin d’alléger les équations, on utilise la notation suivante pour la dérivée partielle par
rapport à la composante i :

φ,i=̂
∂φ

∂ξi
(6.72)

En raisonnant comme avec l’équation de continuité, la relation (6.65c) projetée sur g1 s’écrit
grâce à la formule de la divergence d’un tenseur (C.43a) de l’annexe C :

– à l’ordre 0 (
µ̆ ŭ

0
(1),3

)
,3

= 0 (6.73a)

– à l’ordre 1

(
ρ̆ ŭ

0
(1)ŭ

0
(3)
)
,3

= −∂T̆
0

∂t
(1) −

(
C̆0

13

)
,3

+
1

Re

(
µ̆ ŭ

1
(1),3 + µ̆ ŭ

0
(3),1 + κ1µ̆ ŭ

0
(1)
)
,3

− κ1

Re

(
µ̆ ŭ

0
(1),3 + ξ

(
µ̆ ŭ

0
(1),3

)
,3

)
− κ1 + κ2

Re

(
µ̆ ŭ

0
(1),3

)
(6.73b)

Grâce à la formule de la divergence d’un tenseur (C.43b), on a pour la relation (6.65c) projetée
sur g2 :

– à l’ordre 0 (
µ̆ ŭ

0
(2),3

)
,3

= 0 (6.74a)

– à l’ordre 1

(
ρ̆ ŭ

0
(2)ŭ

0
(3)
)
,3

= −∂T̆
0

∂t
(2) −

(
C̆0

23

)
,3

+
1

Re

(
µ̆ ŭ

1
(2),3 + µ̆ ŭ

0
(3),2 + κ2µ̆ ŭ

0
(2)
)
,3

− κ2

Re

(
µ̆ ŭ

0
(2),3 + ξ

(
µ̆ ŭ

0
(2),3

)
,3

)
− κ1 + κ2

Re

(
µ̆ ŭ

0
(2),3

)
(6.74b)

Grâce à la formule de la divergence d’un tenseur (C.43c), on a pour la relation (6.65c) projetée
sur g3 :

– à l’ordre 0 (
µ̆ ŭ

0
(3),3

)
,3

= 0 (6.75a)

– à l’ordre 1

(
ρ̆ ŭ

0
(3)ŭ

0
(3)
)
,3

= −∂T̆
0

∂t
(3) −

(
C̆0

33

)
,3

−p̆0
,3 +

1

We
κχg,3 +

2

Re

(
µ̆ ŭ

1
(3),3

)
,3

+
1

Re

(
µ̆ ŭ

0
(1),3

)
,1

+
1

Re

(
µ̆ ŭ

0
(2),3

)
,2

−κ1 + κ2

Re

(
µ̆ ŭ

0
(3),3

)
(6.75b)
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6.4.4 Problème extérieur

Dans ce problème, on se place loin de la zone interfaciale. L’indicatrice de phase et par
suite la masse volumique et la viscosité sont supposées constantes par phase. Les solutions du
problème extérieur, uk et pk, sont recherchées sous la forme :

φk(ξ1, ξ2, ξ3, ǫ) = φ0
k(ξ1, ξ2, ξ3) + ǫ φ1

k(ξ1, ξ2, ξ3) + O
(
ǫ2
)

(6.76)

En injectant cette relation dans le système (6.65) et en constatant que l’indicatrice de phase
constante fait dégénérer vers zéro certains termes sous-maille, on a :

∇ · uk = 0 (6.77a)

∂ρk uk

∂t
+ ∇ · (ρk uk ⊗ uk) = −∇pk

+∇ ·
(
ρk

(
uk ⊗ uk − uk ⊗ uk

))

+
1

Re
∇ ·
(
µk

(
∇uk + ∇Tuk

))
(6.77b)

On remarque (sans surprise) que les termes qui dégénèrent vers zéro lorsqu’on se trouve loin
de la zone interfaciale sont les termes interfaciaux. Dans l’équation de quantité de mouvement

en particulier, il s’agit du terme qui avait un coefficient
1

ǫ
en facteur. De façon rassurante,

on constate également que ce système correspond aux équations de la SGE monophasique
classique lorsque l’on modélise les corrélations de la vitesse par l’hypothèse de similarité
d’échelles.

6.4.5 Raccord entre la région intérieure et les régions extérieures

On détermine les conditions de raccord d’une grandeur φ (notée φ̆ dans la région intérieure)
en supposant que, pour les régions extérieures, l’interface est positionnée en ξ3 = 0 et que,
dans la région intérieure, on atteint asymptotiquement la valeur des régions extérieures :

lim
ξ→±∞

φ̆ = lim
ξ3→ 0±

φ (6.78)

Ceci signifie qu’on suppose le paramètre ǫ suffisamment petit pour que ξ3 → 0 alors que
ξ = ξ3

ǫ → ∞. Pour écrire les conditions de raccord aux différents ordre, on identifie les

coefficients des polynômes en ǫ de φ̆ et du développement limité de φ en 0. On trouve :

lim
ξ→±∞

φ̆0 = lim
ξ3→ 0±

φ0 (6.79a)

lim
ξ→±∞

(
φ̆1 − ξ lim

ξ3→ 0±

dφ0

dξ3

)
= lim

ξ3→ 0±
φ1 (6.79b)

lim
ξ→±∞

dφ̆0

dξ
= 0 (6.79c)

lim
ξ→±∞

dφ̆1

dξ
= lim

ξ3→ 0±

dφ0

dξ3
(6.79d)

lim
ξ→±∞

(
dφ̆2

dξ
− ξ lim

ξ3→ 0±

d2φ0

dξ23

)
= lim

ξ3→ 0±

dφ1

dξ3
(6.79e)

lim
ξ→±∞

d2φ̆2

dξ2
= lim

ξ3→ 0±

d2φ0

dξ23
(6.79f)

On trouvera le détail des développements limités justifiant ces conditions de raccord dans la
thèse de C. Fouillet [30] et le livre de D. Zwillinger [104].



154 Chapitre 6. SGE diphasique avec une vision discontinue des interfaces : ISS

6.4.6 Relations de saut pour le problème extérieur à l’ordre 0

Conditions de saut sur la vitesse

L’ordre 0 de l’équation de bilan de quantité de mouvement dans la région intérieure pro-
jetée sur les vecteurs tangents à l’interface (eqs. (6.73a) et (6.74a)) implique que

ŭ
0
(i),3 =

Ctei

µ̆
i = 1, 2 (6.80)

avec Cte1 et Cte2 deux fonctions indépendantes de ξ. Comme µ̆ est borné par µg et µl, la
condition de raccord (6.79c) implique que Cte1 = Cte2 = 0 et donc que :

ŭ
0
(i),3 = 0 i = 1, 2 (6.81)

On en déduit que ŭ
0
(1) et ŭ

0
(2) sont indépendants de ξ. La condition de raccord (6.79a),

nous permet d’en conclure que les composantes tangentielles de la vitesse sont continues à
l’ordre 0 :

ŭ
0
(1) = u0(1)

∣∣
+

= u0(1)
∣∣
−

(6.82a)

ŭ
0
(2) = u0(2)

∣∣
+

= u0(2)
∣∣
−

(6.82b)

L’ordre 0 de l’équation de continuité de la région intérieure (eq. (6.70a)) implique que ŭ
0
(3)

est indépendant de ξ. D’après la condition de raccord (6.79a), on en déduit que la composante
normale de la vitesse est continue à l’ordre 0 :

ŭ
0
(3) = u0(3)

∣∣
+

= u0(3)
∣∣
−

(6.82c)

Conditions de saut sur les tenseurs

On a vu que ŭ
0

est indépendant de ξ (eq. (6.82)). Les relations (6.73b), (6.74b) et (6.75b)
se réécrivent donc sous forme dimensionnelle :

(
µ̆ ŭ

1
(1),3

)
,3

+
(
µ̆ ŭ

0
(3),1

)
,3

+ κ1

(
µ̆ ŭ

0
(1)
)
,3

= ∂T̆ 0

∂t (1) +
(
ρ̆ ŭ

0
(1)ŭ

0
(3) + C̆0

13

)
,3

(6.83a)
(
µ̆ ŭ

1
(2),3

)
,3

+
(
µ̆ ŭ

0
(3),2

)
,3

+ κ2

(
µ̆ ŭ

0
(2)
)
,3

= ∂T̆ 0

∂t (2) +
(
ρ̆ ŭ

0
(2)ŭ

0
(3) + C̆0

23

)
,3

(6.83b)

−p̆0
,3 + σκχg,3 + 2

(
µ̆ ŭ

1
(3),3

)
,3

= ∂T̆ 0

∂t (3) +
(
ρ̆ ŭ

0
(3)ŭ

0
(3) + C̆0

33

)
,3

(6.83c)

En intégrant les équations précédentes (6.83) sur l’épaisseur de la zone de transition, on
trouve :

lim
ξ→+∞

(
µ̆ ŭ

1
(1),3 + µ̆ ŭ

0
(3),1 + κ1

(
µ̆ ŭ

0
(1)
))

− lim
ξ→−∞

(
µ̆ ŭ

1
(1),3 + µ̆ ŭ

0
(3),1 + κ1

(
µ̆ ŭ

0
(1)
))

=

∫ +∞

−∞

∂T̆ 0

∂t
(1)dξ + lim

ξ→+∞

(
ρ̆ ŭ

0
(1)ŭ

0
(3) + C̆0

13

)
− lim

ξ→−∞

(
ρ̆ ŭ

0
(1)ŭ

0
(3) + C̆0

13

)
(6.84a)

lim
ξ→+∞

(
µ̆ ŭ

1
(2),3 + µ̆ ŭ

0
(3),2 + κ2

(
µ̆ ŭ

0
(2)
))

− lim
ξ→−∞

(
µ̆ ŭ

1
(2),3 + µ̆ ŭ

0
(3),2 + κ2

(
µ̆ ŭ

0
(2)
))

=

∫ +∞

−∞

∂T̆ 0

∂t
(2)dξ + lim

ξ→+∞

(
ρ̆ ŭ

0
(2)ŭ

0
(3) + C̆0

23

)
− lim

ξ→−∞

(
ρ̆ ŭ

0
(2)ŭ

0
(3) + C̆0

23

)
(6.84b)
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lim
ξ→+∞

(
2
(
µ̆ ŭ

1
(3),3

)
− p̆

0
)
− lim

ξ→−∞

(
2
(
µ̆ ŭ

1
(3),3

)
− p̆

0
)

+ σ

∫ +∞

−∞

κχg,3dξ

=

∫ +∞

−∞

∂T̆ 0

∂t
(3)dξ + lim

ξ→+∞

(
ρ̆ ŭ

0
(3)ŭ

0
(3) + C̆0

33

)
− lim

ξ→−∞

(
ρ̆ ŭ

0
(3)ŭ

0
(3) + C̆0

33

)
(6.84c)

Les conditions de raccord (6.79a) et (6.79d) permettent d’écrire les équations
précédentes (6.84) :

(
µ u0(1),3 + µ u0(3),1 + κ1

(
µ u0(1)

)) ∣∣
+
−
(
µ u0(1),3 + µ u0(3),1 + κ1

(
µ u0(1)

)) ∣∣
−

=

∫ +∞

−∞

∂T̆ 0

∂t
(1)dξ +

(
ρ u0(1)u0(3) + C0

13

) ∣∣
+
−
(
ρ u0(1)u0(3) + C0

13

) ∣∣
−

(6.85a)

(
µ u0(2),3 + µ u0(3),2 + κ2

(
µ u0(2)

)) ∣∣
+
−
(
µ u0(2),3 + µ u0(3),2 + κ2

(
µ u0(2)

)) ∣∣
−

=

∫ +∞

−∞

∂T̆ 0

∂t
(2)dξ +

(
ρ u0(2)u0(3) + C0

23

) ∣∣
+
−
(
ρ u0(2)u0(3) + C0

23

) ∣∣
−

(6.85b)

(
2
(
µ u0(3),3

)
− p0

) ∣∣
+
−
(
2
(
µ u0(3),3

)
− p0

) ∣∣
−

+ σ

∫ +∞

−∞

κχg,3dξ

=

∫ +∞

−∞

∂T̆ 0

∂t
(3)dξ +

(
ρ u0(3)u0(3) + C0

33

) ∣∣
+
−
(
ρ u0(3)u0(3) + C0

33

) ∣∣
−

(6.85c)

Comme en ξ3 = 0, on a h1 = h2 = 1 (voir annexe C), les termes de saut faisant intervenir la
viscosité dans les relations précédentes s’interprètent à l’aide de l’équation (C.36) de l’annexe C
comme le saut du tenseur des contraintes visqueuses contracté avec la normale. Pour travailler
sur le terme lié aux forces capillaires σ

∫ +∞

−∞
κχg,3dξ de la dernière équation, on introduit

la moyenne surfacique. Soit une grandeur φ(ξ1, ξ2, ξ3) continue y compris à l’interface, on
définit la moyenne surfacique restreinte à l’interface, · σ, sous forme adimensionnalisée dans
le système de coordonnées associées à l’interface par

φ
σ
(ξ01 , ξ

0
2)=̂

1

e2

∫ ξ1=ξ0
1
+ e

2

ξ1=ξ0
1
− e

2

∫ ξ2=ξ0
2
+ e

2

ξ2=ξ0
2
− e

2

φ(ξ1, ξ2, ξ3 = 0)dξ1dξ2 (6.86)

où e représente le rapport r
Rb

avec r la taille du filtre6. Pour les grandeurs uniquement définies
sur l’interface, φ(ξ1, ξ2), on définit naturellement :

φ
σ
(ξ01 , ξ

0
2)=̂

1

e2

∫ ξ1=ξ0
1
+ e

2

ξ1=ξ0
1
− e

2

∫ ξ2=ξ0
2
+ e

2

ξ2=ξ0
2
− e

2

φ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 (6.87)

La moyenne surfacique restreinte à l’interface, · σ, est la restriction à l’interface de la moyenne
surfacique · s (définie par l’équation (5.53b)) :

· σ = · s|ξ3=0 (6.88)

· σ n’est défini qu’à l’interface alors que · s est défini partout même si elle est nulle hors de
la zone de transition (|ξ3| > δ

2). La dérivée suivant la direction normale de χg est un Dirac.

6Comme le paramètre ǫ, e est un petit paramètre adimensionnel mais on ne le fait pas tendre vers zéro car
la taille du filtre r ne tend pas vers zéro et le rayon de courbure Rb ne tend pas vers l’infini. Etant donné la
définition de e, e2 représente la surface adimensionnalisée du support du noyau du filtre surfacique.
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D’après le paragraphe C.9 de l’annexe C (eq. (C.49)), avec les coordonnées adimensionnalisées
et une dilatation dans la direction normale (ξ3 = Rbξ

+
3 = Rbǫξ), on a

κχg,3(ξ
0
1 , ξ

0
2 , ξ

0) =
ǫ

e3

∫

ξ1

∫

ξ2

∫ ξ=ξ0+ r
2δ

ξ=ξ0− r
2δ

κ(ξ1, ξ2)(−δσ(ξ))|1 − ǫξκ1||1 − ǫξκ2|dξ1dξ2dξ (6.89a)

≈ − 1

e2

∫

ξ1

∫

ξ2

κ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2
δ

r

∫ ξ=ξ0+ r
2δ

ξ=ξ0− r
2δ

δσ(ξ)|1 − ǫξκ1||1 − ǫξκ2|dξ(6.89b)

= −κσ δ

r

(
h
(
ξ0 +

r

2δ

)
− h

(
ξ0 − r

2δ

))
(6.89c)

où h désigne la fonction de heaviside et avec par définition

κσ=̂
1

e2

∫

ξ1

∫

ξ2

κ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 (6.90)

Le passage entre (6.89a) et (6.89b) suppose que les courbures varient faiblement (i.e. les
courbures sont presque constantes sur la taille du filtre). Cette hypothèse formelle est la
raison pour laquelle on a pu, à l’issue des tests a priori, faire l’hypothèse de modélisation
τ

m
superf = 0 (eq. (5.65e)). Comme

∫ +∞

−∞

δ

r

(
h
(
ξ +

r

2δ

)
− h

(
ξ − r

2δ

))
dξ = 1 (6.91)

l’équation (6.85c) s’écrit finalement sous forme dimensionnelle :

(
2
(
µu0(3),3

)
− p0

) ∣∣
+
−
(
2
(
µu0(3),3

)
− p0

) ∣∣
−
− σκσ

=

∫ +∞

−∞

∂T̆ 0

∂t
(3)dξ +

(
ρ u0(3)u0(3) + C0

33

) ∣∣
+
−
(
ρ u0(3)u0(3) + C0

33

) ∣∣
−

(6.92)

Cette relation est rassurante et intéressante car on retrouve la condition de saut sur le tenseur
des contraintes de la SND avec la tension de surface corrigée par la grandeur en excès des
corrélations entre la vitesse et la masse volumique. Cette grandeur en excès intervient comme
une force superficielle à la manière des forces capillaires. Cependant, contrairement aux forces
capillaires, la résultante des forces superficielles liées aux corrélations entre la vitesse et la
masse volumique n’est pas nécessairement normale à l’interface.

6.4.7 Vitesse du repère associé à l’interface

Jusqu’à maintenant, nous nous sommes placés dans le repère associé à l’interface. Dans ce
repère, nous avons exprimé chacune des équations à l’ordre 0. Comme dans notre problème
l’interface est mobile, ce repère l’est aussi et il nous faut connâıtre sa vitesse à l’ordre 0 en
fonction du champ de vitesse monofluide. L’interface n’étant pas matérielle, l’expression de la
vitesse normale suffit. D’après l’équation (6.65b), on a à l’ordre 0 :

∂χ̆g

∂t
+ ŭ

0 · nχk,3 + ŭ
0 · nχk,3 − ŭ

0 · nχk,3 = 0 (6.93)

La dérivée par rapport au temps de l’équation précédente est une dérivée eulérienne :
elle correspond à l’évolution du taux de présence en un point fixe de l’espace. Dans cette
représentation, χg est une fonction de l’espace, x = (x, y, z), et du temps, t : χg(x, t). Il est
intéressant de relier cette dérivée à la dérivée lagrangienne du taux de présence qui corres-
pond à l’évolution de ce taux lorsque l’on suit l’interface discontinue équivalente. On note v
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la vitesse du repère (g1,g2,g3) associé à l’interface (voir annexe C). En notant OM le vecteur
position, cette vitesse s’écrit par défintion :

v =
DOM

Dt
(6.94)

Elle permet de faire le lien entre la description lagrangienne et la description eulérienne :

Dχg

Dt
=
∂χg

∂t

∣∣∣∣
x

(x, t) + v · ∇χg (6.95)

L’adimensionnalisation de cette équation avec les choix présentés dans la section 6.4.1 fournit :

1

ǫ

Dχg

Dt
=

1

ǫ

∂χg

∂t

∣∣∣∣
x

+ v · ∇χg (6.96)

Après le changement de variable ξ=̂
ξ3
ǫ

(eq. (6.66)), on a à l’ordre 0 :

Dχg

Dt
=
∂χ̆g

∂t

∣∣∣∣∣
x

+ v0
3

∂χ̆g

∂ξ
(6.97)

En combinant les équations (6.93) et (6.97), on trouve :

v0
3

∂χ̆g

∂ξ
=
Dχg

Dt
+ ŭ

0 · nχk,3 + ŭ
0 · nχk,3 − ŭ

0 · nχk,3 (6.98)

En se rappelant que ŭ
0

est indépendant de ξ (eq. (6.82))7 et que χg est indépendant de ξ1
et ξ2, on peut (en supposant que la courbure varie faiblement) décomposer chaque intégrale
de volume en une intégrale de surface et une intégrale suivant la direction normale. On a par
exemple :

ŭ
0 · nχg,3 =

ǫ

e3

∫

ξ1

∫

ξ2

∫ ξ=ξ0+ r
2δ

ξ=ξ0− r
2δ

ŭ
0 · n∂χg

∂ξ
|1 − ǫξκ1||1 − ǫξκ2|dξ1dξ2dξ (6.99a)

≈ 1

e2

∫

ξ1

∫

ξ2

u0 · ndξ1dξ2
δ

r

∫ ξ=ξ0+ r
2δ

ξ=ξ0− r
2δ

∂χg

∂ξ
|1 − ǫξκ1||1 − ǫξκ2|dξ (6.99b)

= u0 · nσ δ

r

∫ ξ=ξ0+ r
2δ

ξ=ξ0− r
2δ

(−δσ(ξ))|1 − ǫξκ1||1 − ǫξκ2|dξ (6.99c)

= −u0 · nσ δ

r

(
h
(
ξ0 +

r

2δ

)
− h

(
ξ0 −

r

2δ

))
(6.99d)

D’après l’équation (6.91), on en déduit :

∫ +∞

−∞

ŭ
0 · nχg,3dξ = −u0 · nσ

(6.99e)

En raisonnant de la même façon pour les autres termes faisant intervenir ŭ
0

et n, ainsi qu’en
utilisant l’égalité ∫ +∞

−∞

∂χ̆g

∂ξ
dξ = χg

∣∣
+
− χg

∣∣
−

= −1, (6.100)

l’intégration suivant la direction normale de la relation (6.98) conduit à :

v0
3(ξ1, ξ2) = −

∫ +∞

−∞

Dχ̆g

Dt
dξ + u0 · nσ + u0 · nσ − u0

σ · nσ (6.101)

7Le fait que ŭ
0

est indépendant de ξ implique que ŭ
0

= u
0 car ces deux fonctions sont identiques au

changement de variable ξ = ξ3
ǫ

près.
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Pour parvenir au résultat précédent, on a utilisé le fait que la vitesse v0
3 est independante de

ξ3. En effet, en utilisant les définitions de v (6.94) et de g3 (C.2) on a :

∂v3
∂ξ3

=
∂v · g3

∂ξ3
=
∂v

∂ξ3
· g3 + v · ∂g3

∂ξ3

=
∂v

∂ξ3
· g3 =

∂

∂ξ3

(
DOM

Dt

)
· ∂OM

∂ξ3

=
1

2

D

Dt

(
∂OM

∂ξ3
· ∂OM

∂ξ3

)
=

1

2

D(g3 · g3)

Dt
=

1

2

D 1

Dt

= 0 (6.102)

Comme lors d’un calcul, on ne connâıt pas la normale, n, mais seulement la normale moyenne,
nσ, on propose la modélisation suivante :

v0
3(ξ1, ξ2) = −

∫ +∞

−∞

Dχ̆g

Dt
dξ + u0 · nσ + u0 · nσ

σ − u0
σ · nσσ

(6.103)

Cette expression montre que pour estimer la vitesse du repère associé à l’interface on doit cor-
riger la projection sur l’interface du champ de vitesse filtré en tenant compte des corrélations
entre la vitesse et la normale ainsi que de la grandeur en excès associée à la variation tempo-
relle du taux de présence. Dans les deux paragraphes suivants, on exprime cette grandeur en
excès en fonction de l’évolution de la courbure.

Cas isotrope

On suppose que l’interface peut être approchée par une sphère (i.e. les deux rayons de cour-
bures principaux sont supposés égaux). Dans ce cas, χg est une fonction de la distance signée à
la discontinuité équivalente, ξ3, et de sa courbure, κ, (qui dépend du temps) : χg(ξ3, κ(t)). La
dérivée par rapport au temps du taux de présence s’exprime alors en fonction de l’évolution
temporelle de la courbure :

Dχg

Dt
=
Dκ

Dt

∂χg

∂κ
(6.104)

La dérivée particulaire de la courbure est calculée dans l’annexe D, équation (D.30). L’ex-
pression du taux de présence en fonction de la courbure moyenne est calculée analytiquement
au paragraphe 5.9 (dans le cas où l’interface peut être approximée par une sphère de façon

satisfaisante). La dérivation de l’expression (5.83) par rapport au rayon de courbure κ =
2

Rb
puis son intégration sur l’épaisseur du filtre, r, fournit à l’ordre 4 en r :

∫ +∞

−∞

∂χ̆g

∂κ
dξ =

∫ +r

−r

∂α( rκ
2 ,

ξ3κ
2 )

∂κ
dξ3 = − r

2

10
+

3r4

240
κ2 + O

(
r6
)

(6.105)

On en déduit : ∫ +∞

−∞

Dχ̆g

Dt
dξ = − r

2

10

Dκ

Dt
+
r4

80
κ2Dκ

Dt
+ O

(
r6
)

(6.106)

Finalement, en utilisant (6.106) et (D.30) dans l’équation (6.103), on a, en s’arrêtant à l’ordre 2
en r :

v0
3(ξ1, ξ2) ≈ u0 · nσ

︸ ︷︷ ︸
(i)

+u0 · nσ
σ − u0

σ · nσσ

︸ ︷︷ ︸
(ii)

+
r2

10

(
∆s

(
v0
)
· nσ − 2∇s

(
v0
)

: ∇s (nσ)
)

︸ ︷︷ ︸
(iii)

(6.107)

Chacun des termes s’interprète comme suit :
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(i) est le produit des moyennes. Il s’agit de la contribution principale (d’ordre 0), celle qui
correspond au déplacement moyen de l’interface.

(ii) est le terme de Leonard de la corrélation sous-maille entre la vitesse et la normale. Il per-
met d’apporter une correction en ajoutant au terme moyen une estimation des corrélations
entre la vitesse et la normale. On remarque que l’étape, où on se ramène à une interface
discontinue équivalente, a transformé les moyennes volumiques en moyennes surfaciques.
On a donc une sorte d’équivalent de l’hypothèse de similarité d’échelles pour une discon-
tinuité.

(iii) est une correction pour tenir compte de la variation de la courbure (Annexe D). On
remarque que ce terme est défini à partir de la vitesse du repère que l’on cherche à
exprimer. Par conséquent, l’expression finale que nous avons obtenue est implicite. Nous
verrons dans les tests a priori que l’utilisation d’un simple point fixe permet d’évaluer
ce terme de façon très satisfaisante. Il est important de noter que le tenseur de courbure
(ou le gradient surfacique du vecteur normal ∇s (nσ)) doit a priori avoir ces deux valeurs
propres (non nulles) égales. En effet, dans ce paragraphe, on modélise la surface par sa
sphère osculatrice ce qui implique que les deux rayons de courbure principaux sont égaux
au rayon de cette sphère ou encore (c’est équivalent) que le tenseur de courbure s’exprime
comme le produit de la courbure de la sphère et du tenseur de projection P défini à
partir de la normale moyenne, nσ (voir équation (C.23) de l’annexe C). L’estimation
numérique du tenseur de courbure montre que cette hypothèse est absolument fausse :
les deux directions principales ne sont pas du tout équivalentes. C’est ce que l’on constate
d’ailleurs simplement en observant la surface de la bulle. C’est la raison pour laquelle,
on approche, dans le paragraphe suivant, la surface en distinguant les deux courbures
principales (voir paragraphe 5.9.2).

Cas anisotrope

La surface est ici caractérisée par ses deux rayons de courbures principaux. Dans ce cas, χg

est une fonction de la distance signée à la discontinuité équivalente, ξ3, et des deux rayons de
courbure, R1 et R2, (qui dépendent du temps) : χg (ξ3, R1(t), R2(t)). La dérivée par rapport
au temps du taux de présence s’exprime alors en fonction de l’évolution temporelle des deux
rayons de courbure :

Dχg

Dt
=
DR1

Dt

∂χg

∂R1
+
DR2

Dt

∂χg

∂R2
(6.108)

En dérivant l’équation (5.89), et en faisant des développements limités en r = 0, on trouve
(pour α = 1 ou 2) :

∫ r

−r

∂χg

∂Rα
dξ3 =

1

10

r2

R2
α

(
1 − 1

4

(
1

2

r2

R2
α

+
r2

4
κ2

))
+ O

(
r6
)

(6.109)

En éliminant R1 et R2 pour tout exprimer en fonction de la courbure de Gauss, H, et de la
courbure moyenne, κ (cf annexe C), on en déduit :

∫ r

−r

Dχg

Dt
dξ3 = − r

2

10

Dκ

Dt
+
r4

80
κ2Dκ

Dt
+
r4

80

[(
κ2 − 4H

) Dκ
Dt

+
κ

4

D

Dt

(
κ2 − 4H

)]
+O

(
r6
)

(6.110)

La forme choisie de l’expression précédente permet de mettre en évidence que l’on dégénère
correctement vers le cas isotrope. En effet, dans le cas isotrope, les deux rayons de courbures
sont égaux, κ1 = κ2, et, la courbure de Gauss et la courbure moyenne sont alors liées par la
relation :

κ2 − 4H = 0 (6.111)
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Par conséquent, le terme entre crochet de l’équation (6.110) tend vers zéro dans le cas isotrope
et on retrouve bien la relation (6.106). Le terme d’ordre 2 est lui inchangé par rapport au cas
isotrope. On retrouve donc la même équation que précédemment :

v0
3(ξ1, ξ2) ≈ u0 · nσ + u0 · nσ

σ − u0
σ · nσσ

+
r2

10

(
∆s

(
v0
)
· nσ − 2∇s

(
v0
)

: ∇s (nσ)
)

(6.112)

Cependant, comme on n’a pas approché ici la surface par une simple sphère (les deux directions
principales ne jouent pas le même rôle), il est cohérent de faire jouer tout son rôle (différent
suivant la direction de la vitesse tangente) au tenseur de courbure. Pour clarifier notre propos,
disons que l’on retrouve les mêmes équations, (6.107) et (6.112), mais que, pour être cohérent
avec les approximations de la surface, on a, dans le cas isotrope,

∇s (nσ) =
κ

2
(t1 ⊗ t1 + t2 ⊗ t2) (6.113)

et, dans le cas anisotrope :

∇s (nσ) = κ1t1 ⊗ t1 + κ2t2 ⊗ t2 (6.114)

En utilisant l’ordre 4 des équations (6.106) et (6.110) pour exprimer v0
3, l’hypothèse d’isotropie

entrâıne des différences beaucoup plus significatives, mais nous verrons qu’il est inutile d’aller
jusqu’à cet ordre.

6.5 Système SGE discontinu fermé

Le système SGE discontinu correspond au système d’équations que vérifient les solutions
χ̃g, p̃ et ũ du problème discontinu équivalent. Ce problème discontinu équivaut au problème
extérieur des développements asymptotiques raccordés à un ordre donné. Comme notre étude
se limite à l’ordre 0, on a par définition :

ũ =̂ u0 (6.115a)

p̃ =̂ p0 (6.115b)

Pour la définition de χ̃g, on dispose d’un degré de liberté. Il correspond au problème clas-
sique du choix de la position de l’interface de la méthode des développements asymptotiques
raccordés. Cherchant à privilégier l’usage de grandeurs conservatives afin de simplifier l’ex-
pression des équations de bilan, on impose la conservation locale de la masse. Ceci revient à
définir la nouvelle fonction indicatrice de phase χ̃g de telle sorte qu’il n’y ait pas de grandeur
en excès sur cette fonction

∫

A
(χ̃g − χg)

ex dA=̂

∫

V
(χ̃g − χg) dV = 0 (6.116)

où A désigne la surface de l’interface équivalente contenue dans V , un volume de contrôle
contenant toute l’épaisseur de la zone de transition. L’aire A étant arbitrairement petite, la
contrainte imposée à la discontinuité équivalente s’écrit simplement (voir paragraphe C.9 de
l’annexe C pour l’écriture de l’élément de volume dans le système de coordonnées associées à
l’interface) :

(χ̃g − χg)
ex (ξ1, ξ2) =

∫ +∞

−∞

(χ̃g − χg) (ξ1, ξ2, ξ3)(1 − ξκ1)(1 − ξκ2)dξ3 = 0 (6.117)

On définit logiquement, pour la discontinuité équivalente, sa normale, ñ, et sa courbure, κ̃ :

ñ δeσ =̂ −∇χ̃g (6.118a)

κ̃ =̂ ∇s · ñ (6.118b)
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Tant que la taille caractéristique du filtre reste inférieure au rayon de courbure local (i.e.
faible variation de la courbure sur la taille du filtre), on suppose que notre choix pour la
localisation de la discontinuité équivalente nous permet de confondre les grandeurs · σ et ·̃ .
En particulier, on considère que :

ñ ≈ nσ (6.119a)

κ̃ ≈ κσ (6.119b)

On peut comprendre intuitivement cette approximation en se rappelant que ·̃ est la limite
asymptotique de · quand l’épaisseur de la zone de transition, δ tend vers zéro et que · σ

représente la moyenne surfacique. En effet, faire tendre l’épaisseur de la zone de transition vers
zéro en maintenant la taille du filtre constant revient moralement à transformer, à l’interface,
le filtre volumique · en filtre surfacique · σ.

6.5.1 Equation de transport de l’interface filtrée discontinue

Afin de pouvoir réaliser des simulations de SGE discontinue, il faut établir une équation de
transport pour χ̃g qui ne fait intervenir que les grandeurs filtrées du problème discontinu. La
vitesse de la discontinuité équivalente, veσ, est définie par l’équation (6.63a) que l’on rappelle
ici :

∂χ̃g

∂t
+ veσ · ∇χ̃g = 0 (6.120)

Comme seule la vitesse normale est utile, on suppose

veσ = v eσ ñ (6.121)

où
∇χ̃g = −ñ δeσ (6.122)

La contrainte que nous avons choisie pour la position de la discontinuité équivalente (6.117)
implique que cette dernière est presque confondue avec la position originelle de la disconti-
nuité8. Les normales filtrées sont elles aussi presque égales : nσ ≈ ñ. Comme par définition,
la vitesse v eσ correspond à la vitesse du repère associé à l’interface, à l’ordre 0, on a (cf
eq. (6.112))

v eσ =̂ v0
3 = ũ · ñ +

(
ũ · ñσ − ũ

σ · ñσ
)

+
r2

10

(
∆s

(
v0
)
· ñ − 2∇s

(
v0
)

: ∇s (ñ)
)

(6.123a)

v0 =
∂χ̃g

∂t
ñg (6.123b)

où r est la taille du filtre. Finalement, l’équation de transport de l’interface filtrée discontinue
s’écrit :

∂χ̃g

∂t
= ũ · ñ+

(
ũ · ñσ − ũ

σ · ñσ
)

+
r2

10

(
∆s

(
∂χ̃g

∂t
ñg

)
· ñ − 2∇s

(
∂χ̃g

∂t
ñg

)
: ∇s (ñ)

)
(6.124)

Comme nous l’avons déjà signalé, cette expression est implicite dans la mesure où on ne
connâıt la variation temporelle de la fonction indicatrice de phase qu’en fonction d’elle même.
Nous verrons dans les tests a priori de ce modèle qu’un simple point fixe permet de très
bien estimer l’évolution de la fonction indicatrice de phase. Les coefficients 1 (devant les

corrélations entre la vitesse et la normale), r2

10 (devant la variation temporelle de la courbure)

8Pour que les positions de la discontinuité équivalente et de la discontinuité originelle soient presque confon-
dues, il faut bien sûr que les courbures varient très peu sur la taille du filtre. Nous nous plaçons dans ce
cas.
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dépendent de la forme supposée du filtre ainsi que des hypothèses et approximations que nous
avons faites. Ils nécessitent d’être réévalués dans le cas d’un filtre implicite et constituent
des paramètres du modèle que nous proposons. L’intérêt de l’expression (6.123) est de faire
apparâıtre un terme de corrélation entre la vitesse et la normale, et deux autres proportionnels
à une fonction puissance de la taille du filtre r. Par conséquent, ces deux corrections tendent
bien naturellement vers zéro lorsque la taille du filtre tend vers 0. Enfin, on a tout fait pour
que ces termes soient sans effet sur le bilan de masse : une bulle d’un volume donné conservera
ce volume tant qu’elle ne subit pas de phénomène de rupture ou de coalescence. Les modèles
présentés agissent sur la forme de la bulle. Sa surface frottante est ainsi modifiée : ces modèles
agissent donc indirectement sur la vitesse macroscopique de la bulle.

6.5.2 Equation de continuité

Nous avons vu qu’à l’ordre 0 les vitesses sont continues à la traversée de l’interface. Par
conséquent, l’équation de continuité du problème discontinu équivalent s’écrit simplement :

∇ · (ũ) = 0 (6.125)

6.5.3 Equation de bilan de quantité de mouvement

Grâce à la méthode des développements asymptotiques raccordés, nous avons précisé les re-
lations de saut que vérifient les solutions du problème extérieur. D’après les définitions (6.115),
les relations de saut (eq. (6.85)) s’écrivent pour le problème discontinu équivalent à l’ordre
choisi (ici l’ordre 0) :

∑

k

(
p̃kI − S̃k + ρk

(
ũk ⊗ ũk − L̃k

))
· ∇χ̃k = −


σκ̃ñ +

∫ +r

−r

∂
(
ρ̃ ũ − ρ̃ ũ

)

∂t
dξ3


 δeσ (6.126)

D’après l’équation (6.63c), il reste à préciser
∑

k ρkũk
∂ eχk

∂t . Ce terme s’exprime grâce à la
continuité des vitesses et au transport de la discontinuité

∑

k

ρkũk
∂χ̃k

∂t
= (ρg − ρl)ũ

∂χ̃g

∂t

= −[ρ] ũ

(
ũ · ñ +

(
ũ · ñσ − ũ

σ · ñσ
)

+
r2

10

(
∆s

(
∂χ̃g

∂t
ñ

)
· ñ − 2∇s

(
∂χ̃g

∂t
ñ

)
: ∇s (ñ)

))
δeσ (6.127)

où [ρ] désigne le saut de masse volumique ρl − ρg. Dans chacune des deux relations de saut
précédentes, on retrouve les relations de la SND corrigées par des modèles afin de tenir compte
des interactions sous-maille entre interfaces et turbulence. Le saut du tenseur des contraintes
n’est plus simplement égal à la tension de surface mais à cette dernière à laquelle on ajoute
la grandeur en excès associée aux corrélations entre la vitesse et la variation temporelle de la
masse volumique. Le saut de quantité de mouvement se déduit du transport de l’interface qui
s’exprime, outre le terme classique de la SND, en fonction des corrélations de la vitesse et de
la normale ainsi que de l’évolution temporelle de la courbure.
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6.5.4 Système complet

En résumé, nous avons établi le système d’équations suivant

– équation de continuité :

∇ · (ũ) = 0 (6.128a)

– équation de transport de la discontinuité équivalente :

∂χ̃g

∂t
=

(
ũ · ñ +

(
ũ · ñσ − ũ

σ · ñσ
)

+
r2

10

(
∆s

(
∂χ̃g

∂t
ñ

)
· ñ − 2∇s

(
∂χ̃g

∂t
ñ

)
: ∇s (ñ)

))
δeσ (6.128b)

– équation de bilan de quantité de mouvement :

∂ρ̃ ũ

∂t
+ ∇ · (ρ̃ ũ ⊗ ũ) = −∇p̃+ ∇ ·

(
S̃
)

+ ∇ ·
(
ρ̃L̃
)

−[ρ] ũ

(
ũ · ñ +

(
ũ · ñσ − ũ

σ · ñσ
)

+
r2

10

(
∆s

(
∂χ̃g

∂t
ñ

)
· ñ − 2∇s

(
∂χ̃g

∂t
ñ

)
: ∇s (ñ)

))
δeσ

−


σκ̃ ñ +

∫ +∞

−∞

∂
(
ρ̃ ũ − ρ̃ ũ

)

∂t
dξ3


 δeσ (6.128c)

Lorsque la taille du filtre tend vers zéro, r → 0, ces équations tendent naturellement
vers les équations de la SND. En effet, les termes que l’on ne retrouve pas en SND sont soit
pondérés par r2, soit des corrélations qui tendent vers zéro avec la taille du filtre.

Le système ci-dessus a été établi à partir d’un système continu fermé. Cependant, il est
aisé de remplacer chacune des modélisations par le terme sous-maille correspondant. De cette
façon, on obtient un système discontinu pour la SGE diphasique non fermé et on peut intro-
duire d’autres modélisations que celles choisies dans ce mémoire. Autrement dit, bien que la
méthode des développements asymptotiques raccordés nécessite de partir d’un système fermé,
on peut espérer que le résultat que nous avons obtenu reste valable avec d’autres modèles.
Ainsi, même si le travail de modélisation réalisé au cours de cette thèse constitue un tout, les
résultats peuvent certainement s’utiliser indépendamment.

6.6 Tests a priori

L’application de la méthode des développements asymptotiques raccordés nous a permis
d’établir un système discontinu pour la SGE des écoulements diphasiques. En particulier,
nous avons vu que certains termes sous-maille spécifiques apparaissent finalement comme des
forces surfaciques à la manière des forces capillaires. Cependant, il n’y a pas de nouveaux
éléments de modélisation par rapport au système continu dans l’équation de bilan de quantité
de mouvement et l’hypothèse d’incompressibilité. Or, dans le chapitre précédent, nous avons
déjà discuté à partir de tests a priori de la validité des modèles que nous avons développés. Par
conséquent, il est uniquement nécessaire d’étudier l’équation de transport de la discontinuité
équivalente dans laquelle nous avons introduit de nouveaux modèles afin de tenir compte
notamment de la courbure de l’interface. Les nouvelles fermetures que nous avons introduites
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tiennent compte de la possible anisotropie de la surface, i.e. du fait que les courbures des
directions principales ne sont pas nécessairement égales (voir paragraphe 5.9.2). Il est donc
préférable de les tester sur des écoulements 3D. L’ensemble des tests a priori présentés dans
ce paragraphe ont été réalisés à partir des champs issus de la SND de l’interaction d’une bulle
avec une turbulence de grille (voir paragraphe 4.5).

6.6.1 Difficulté générale de tester les résultats de DAR

Dans le chapitre précédent, lorsque nous avons testé nos modèles de la SGE des
écoulements diphasiques avec une vision continue des interfaces, nous avons fait l’hypothèse
forte que l’on sait construire, à partir des champs issus de la SND, les champs que l’on aurait
obtenus en réalisant une SGE. Formellement, cela signifie que l’on confond le filtre explicite
dont on se sert analytiquement pour développer des modèles et le filtre implicite qui dépend
du maillage mais aussi de la méthode numérique. Dans ce mémoire, nous avons choisi comme
filtre explicite un filtre bôıte et nous avons donc négligé le fait que le filtre dépend aussi de
la méthode numérique. Dans le cas des résultats des DAR, la situation est encore plus com-
plexe car on ne sait pas construire la solution discontinue équivalente à partir de résultats
de SND. Considérons par exemple le champ de vitesse u. Il est facile de construire le champ
de vitesse de la SGE avec une vision continue des interfaces u, il suffit de faire le produit de
convolution entre le noyau du filtre et le champ de vitesse : u = G ⋆ u. En revanche, dans
la zone interfaciale, il est délicat d’estimer le champ de vitesse de la SGE avec une vision
discontinue des interfaces ũ, car il n’est pas issu d’une opération simple : il correspond à la
limite asymptotique de u quand l’épaisseur de la zone de transition interfaciale tend vers zéro.

6.6.2 Méthodologie dans le cas de l’équation de transport de l’interface

Nous avons établi une équation de transport de l’indicatrice de phase (eq. (6.128b) dans
le cadre de la SGE diphasique avec une vision discontinue des interfaces. Cette dernière four-
nit, à partir du champ de vitesse dans les phases, la vitesse de la discontinuité équivalente
(eq. (6.123). La difficulté consiste à déterminer quelle est la vitesse de référence de la discon-
tinuité équivalente à laquelle on doit comparer la vitesse que retournent nos modèles.

Pour déterminer la vitesse d’interface de référence, nous avons envisagé une procédure ri-
goureuse. Malheureusement, elle s’avère trop difficile à mettre en oeuvre. Par conséquent, nous
avons choisi de la décrire rapidement puis de présenter la façon dont nous avons finalement
estimé cette vitesse de référence.

La vitesse que l’on cherche correspond au déplacement élémentaire de l’interface filtrée
discontinue. La meilleure façon de faire consiste donc à construire, à chaque pas de temps,
la discontinuité équivalente à partir de l’interface de la SND puis, à mesurer le déplacement
de cette discontinuité équivalente suivant la direction normale. Cet algorithme d’évaluation
est résumé par la figure 6.5. On commence par définir à chaque instant l’interface filtrée
discontinue à partir de la description géométrique fournie par la SND. Puis, on évalue la
vitesse de déplacement normale à partir de deux positions successives de la discontinuité
équivalente.

Pour mettre en place la méthode précédente, il est nécessaire de sauvegarder la position
de l’interface très régulièrement ce qui peut poser des problèmes de stockage des données.
De plus, il faut implémenter une procédure de construction de la discontinuité équivalente
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Interface issue de la SND

Discontinuité équivalente

vref
Position au temps t

Position au temps t+dt

Fig. 6.5 – Détermination de la vitesse de la discontinuité équivalente pour les tests a priori
sur l’équation de transport de l’interface dans le cadre de la SGE diphasique avec une vision
discontinue des interfaces.

ce qui risque d’être délicat car on désire tenir compte de la courbure. Par conséquent, on
a décidé d’utiliser une procédure plus simple. On considère que la géométrie de l’interface
filtrée discontinue est bien approchée par la normale issue de la SND filtrée surfaciquement,
nσ. Enfin, on suppose qu’elle est déplacée par le champ de vitesse de la SND, u. On obtient
ainsi la vitesse de référence vref :

vref = u · nσ (6.129)

On désire la comparer à v eσ déterminé par l’équation (6.123). Pour estimer v eσ, il faut normale-
ment disposer de ũ sur l’interface, on suppose que cette vitesse est très proche de la moyenne
surfacique de la vitesse de la SND, uσ. La vitesse qu’estime notre modèle est donc évaluée
par l’expression

v eσ = uσ · nσ + c0
(
uσ · nσσ − uσσ · nσσ)

+ c1
r2

10
(∆s (v eσ) · ñ − 2∇s (v eσ) : ∇s (nσ)) (6.130)

où les coefficients c0 et c1 sont des paramètres du modèle. Comme nous l’avons déjà mentionné,
la vitesse de la discontinuité, v eσ, est définie implicitement (son expression est fonction d’elle
même). On utilise un point fixe avec une seule itération pour l’évaluer. En résumé, dans ces
tests a priori on étudie la potentialité de notre modèle τm

disc

τm
disc = c0

(
uσ · nσσ − uσσ · nσσ)

+ c1
r2

10
(∆s (v eσ) · ñ − 2∇s (v eσ) : ∇s (nσ)) (6.131)

à estimer le terme sous-maille τdisc :

τdisc = u · nσ − uσ · nσ (6.132)

Ce terme sous-maille correspond à reconstruire, suivant la direction normale, u à partir de
uσ. Il est différent de ceux que nous avons rencontrés lors de l’établissement des équations
de la SGE diphasique avec une vision continue des interfaces car il tient compte de leur
raidissement. La modélisation issue de l’évolution de la courbure (il s’agit des termes qui
font intervenir des dérivées surfaciques) et qui s’ajoute à la modélisation de type similarité
d’échelles (elle-même modifiée du fait du raidissement) est aussi là pour tenir compte de l’étape
de construction d’une discontinuité équivalente. Notre analyse des tests a priori s’oriente donc
vers une vérification de l’intérêt de ces termes supplémentaires. Dans le chapitre précédent,
on a vu que le laplacien d’un champ filtré permet d’évaluer la partie non résolue de ce champ
(eq. (5.24)). Les opérateurs surfaciques ont le même rôle dans ce cas plus complexe.

6.6.3 Implémentation des opérateurs surfaciques

Pour réaliser les tests a priori, on a besoin de définir deux types d’opérateurs surfaciques :
l’opérateur de moyenne et les opérateurs de dérivation.
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Moyenne surfacique

Comme dans le cas volumique, on choisit un filtre bôıte (voir paragraphe 5.2.2). Cepen-
dant, puisque le maillage de l’interface n’est pas structuré, il est difficile de définir un filtre
bôıte de taille quelconque. Pour faire varier la taille du filtre, on se contente de l’appliquer
récursivement. On n’a alors plus un filtre bôıte car des coefficients de pondération appa-
raissent. En 2D, l’interface est une courbe et, pour le filtre appliqué respectivement une, deux
et trois fois, on trouve

φi =
φi−1 + φi + φi+1

3
(6.133a)

φi =
φi−1 + φi + φi+1

3
(6.133b)

φi =
φi−1 + φi + φi+1

3
(6.133c)

où les indices i désigne le numéro du marqueur. En convenant que φ
0

= φ, on a de façon
générale :

φ
n
i =

φ
n−1
i−1 + φ

n−1
i + φ

n−1
i+1

3
pour tout entier n plus grand que 1 (6.134)

On a omis l’exposant σ pour alléger les notations. Ces définitions s’étendent immédiatement
au 3D en remplaçant les marqueurs de droite et de gauche par tous les voisins immédiats.

Différenciation surfacique

Le modèle que nous avons développé nécessite le calcul des opérateurs gradient et laplacien
surfaciques (voir eq. (6.131)). En particulier, il faut évaluer le tenseur de courbure et non
simplement sa trace (la courbure moyenne) comme pour les forces de tension superficielle.
Ceci signifie que l’on cherche à identifier les directions et courbures principales d’un maillage
de surface. Puisqu’on suppose que la normale discrète est constante par élément, il est délicat
de donner un sens à sa dérivée seconde. Dans l’annexe E, on explique la façon dont on a
procédé.

6.6.4 Détermination des paramètres du modèle

Du fait de sa définition implicite, la vitesse de transport de l’interface v eσ dépend de façon
fortement non linéaire des paramètres du modèle c0 et c1. Afin de déterminer ces paramètres,
on a utilisé une technique de minimisation. A l’aide de l’algorithme du simplex (voir annexe F),
on a minimisé l’erreur commise sur un intervalle de temps représentatif. A chaque instant, on
définit l’erreur, E, comme la somme des carrés de la différence entre la contribution réelle du
terme sous-maille, τdisc, et sa modélisation, τm

disc, en chaque point du maillage surfacique. On
normalise cette erreur par la somme des carrés du terme sous-maille en chaque marqueur de
l’interface

E =

∑N
k=1 (τdisc(xk) − τm

disc(xk))
2

∑N
k=1 (τdisc(xk))

2
(6.135)

où N désigne ici le nombre de marqueur lagrangien et xk la position du marqueur k. Pour
chaque couple de paramètres (c0 ; c1), on fait la moyenne de l’erreur, E, sur l’intervalle de
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temps choisi. C’est cette moyenne que l’on minimise. Lorsqu’on applique trois fois le filtre
itératif (défini paragraphe 6.6.3), on obtient une moyenne de huit pourcents d’erreur avec le
couple de paramètre (1, 5 ; 0, 36). Nous avons aussi effectué la minimisation en appliquant
une seule fois le filtre, six fois et douze fois. Sur le tableau 6.1, on constate que jusqu’à
un filtre douze fois plus grand, l’erreur reste à peu près constante et toujours inférieure à
la valeur de dix pourcents ce qui est très satisfaisant. On remarque également (tab. 6.1)
que le paramètre devant le terme en similarité d’échelles de notre modèle reste lui aussi a
peu près constant. On peut donc recommander de choisir c0 = 1, 5 quelle que soit la sous-
résolution du calcul (à condition toutefois d’être dans les hypothèses du concept ISS que
nous avons déjà précisées). Cependant, les choses sont plus délicates avec le paramètre c1. En
effet, ce paramètre varie fortement en fonction de la sous-résolution et tout se passe comme
s’il manquait une dépendance à notre modèle9. On propose de déterminer cette dépendance
(tab. 6.1). Si on note ∆ la longueur caractéristique qui sépare deux marqueurs lagrangiens du
maillage de la SND et nbit le nombre d’itérations du filtre bôıte, on a

r = nbit∆ (6.136)

où on rappelle que r désigne la largeur du support du noyau de convolution du filtre. Or,
toujours d’après le tableau 6.1, on remarque que :

c0 ≈ 1

nbit
(6.137)

Puisque la SND est telle que ∆ ≈ η
2 où η est l’échelle de Kolmogorov, d’après les

équations (6.136) et (6.137), on a :

c0 ≈ η

r
(6.138)

Finalement, on propose le modèle suivant :

τm
disc =

3

2

(
uσ · nσσ − uσσ · nσσ)

+ η
r

10
(∆s (v eσ) · ñ − 2∇s (v eσ) : ∇s (nσ)) (6.139)

Sous cette forme finale, notre modèle n’a plus de paramètre, il est directement applicable.
Par rapport à sa formulation précédente, on remarque que la partie qui tient compte de la
variation de la courbure ne décrôıt plus comme la taille du maillage de la SGE diphasique (r)
au carré mais simplement comme r. Par conséquent, même pour des maillages relativement
fins il semble important de tenir compte de ce terme.

6.6.5 Bien-fondé du modèle

On étudie le modèle sous sa forme finale donnée par l’équation (6.139) lorsqu’on applique
trois fois le filtre bôıte récursif. La figure 6.6 montre l’évolution temporelle de l’erreur commise
lorsqu’on modélise τdisc :

– uniquement par l’hypothèse de similarité d’échelles surfacique 3
2

(
uσ · nσσ − uσσ · nσσ)

,

– seulement en tenant compte de la variation de la courbure

η r
10 (∆s (v eσ) · ñ − 2∇s (v eσ) : ∇s (nσ)) et

– par le modèle complet τm
disc.

9En fait, il n’est pas étonnant que notre modèle n’ait pas tout à fait les bonnes dépendances, car nous
l’avons développé en faisant l’hypothèse d’un filtre bien particulier que nous n’avons pas utilisé par la suite. En
effet, au moment de développer le modèle, il était beaucoup plus commode de supposer que le support du filtre
était sphérique mais pour les tests a priori, il est beaucoup plus simple d’implémenter un filtre bôıte récursif.
De plus, on a supposé que le rayon de courbure était beaucoup plus grand que la taille du filtre ce qui est de
moins en moins vrai quand on augmente la sous-résolution.
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Nombre d’itérations
du filtre bôıte

c0 c1
1

nbit

Erreur moyenne
(en pourcent)

1 1,4 0,9 1 7

3 1,5 0,36 0,33 8

6 1,55 0,19 0,17 8,4

12 1,6 0,1 0,08 9,3

Tab. 6.1 – Pourcentage d’erreur commise et valeur des paramètres du maillage suivant la
taille du filtre (nbit désigne le nombre d’itérations du filtre bôıte)

Avec une seule des deux contributions, on modélise environ 50 pourcents du terme sous-
maille. Lorsqu’on considère le modèle complet, on modélise plus de 90 pourcents du terme
sous-maille. Les deux termes semblent donc essentiels pour modéliser le transport de la discon-
tinuité équivalente. De plus, on constate qu’ils ont un comportement différent : ils paraissent
complémentaires. En effet, lorsqu’on se trouve à un maximum local de l’erreur que l’on com-
met avec un seul des deux termes, on est aussi à un minimum local de l’erreur commise avec
uniquement l’autre terme. De cette façon, l’erreur faite avec le modèle complet est presque
constante alors que l’erreur dans le cas d’un des deux modèles partiels varie fortement. A
t = 200∆t par exemple, le terme qui tient compte de la variation de courbure est beaucoup
plus performant que le terme qui repose sur l’hypothèse de similarité d’échelles. A t = 500∆t,
c’est l’inverse. Il peut parâıtre étonnant que le terme qui tient compte de la variation de cour-
bure modélise jusqu’à plus de soixante pourcents du terme sous-maille. En réalité, ce terme
fait intervenir un laplacien de la vitesse. Or, nous avons vu (paragraphe 5.3.2) que le laplacien
de la vitesse est une bonne approximation des fluctuations du champ de vitesse (eq. (5.24)).
Par conséquent, il n’est pas très surprenant que ce genre de terme joue un rôle prépondérant
pour modéliser le transport de la discontinuité équivalente.

∆t/ t

Erreur

Bardina

Evolution de la courbure

Modèle complet

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 100 200 300 400 500 600

Fig. 6.6 – Evolution temporelle de l’erreur commise sur le transport de l’interface.
Dans le cas d’un modèle : avec seulement les corrélations entre la vitesse et la normale,

avec seulement l’évolution temporelle de la courbure,
en combinant les deux modélisations.
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Afin de mieux comprendre le rôle joué par chacun des deux termes de notre modèle, nous
les avons représentés sur la surface de la bulle à différents instants : t = 0 (fig. 6.7), t = 200∆t
(fig. 6.8) et t = 500∆t (fig. 6.9). Nous avons choisi ces trois instants car ils correspondent
aux trois façons différentes dont nos termes se complètent. Pour t = 500∆t (fig. 6.9), les
deux termes ont le même motif mais pas la même amplitude. Pour t = 0 (fig. 6.7), les deux
termes ont presque le même motif mais l’endroit où ils changent de signe est décalé. Pour
t = 200∆t (fig. 6.8), les deux termes n’ont pas le même motif. Dans tous les cas, seule la
somme des deux termes de nos modèles permet de bien estimer le motif et l’amplitude du
terme sous-maille. Ainsi, on confirme la nécessité et l’intérêt de ces deux contributions. De
plus, la modélisation complète est remarquable car dans chaque cas (fig. 6.7 à fig. 6.9), on
ne distingue que difficilement la différence entre la contribution réelle (fig. (a)) et le modèle
(fig. (b)). Ce bon résultat est d’ailleurs confirmé par la représentation de l’erreur (fig. (e))
dont l’amplitude est très inférieure à celle du terme sous-maille (elle en représente au plus
10 pourcents). Pour finir cette étude, on a tracé les corrélations de chacun des termes et du
modèle complet avec la contribution réelle du terme sous-maille pour chacun des instants
précédents (fig. 6.10 à fig. 6.12). Sans surprise, le modèle complet (fig. (a)) est excellent. Il est
un peu moins bon au début du calcul (fig. 6.10) du fait de la présence de très forte courbure
qui nous place à la limite de ses conditions de validité. Les contributions isolées sont beaucoup
moins bien corrélées (fig. (b) et fig. (c)) et on note à nouveau une différence de comportement :
la dispersion se fait par valeur inférieure pour l’hypothèse de similarité d’échelles et par valeur
supérieure pour le terme qui tient compte de l’évolution de la courbure.
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(a) Contribution réelle (b) Modèle complet

(c) Similarité d’échelles (d) Evolution de la courbure

(e) Erreur (f) Echelle de couleur (m/s)

Fig. 6.7 – Comparaison entre contribution réelle et modèles, t = 0
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(a) Contribution réelle (b) Modèle complet

(c) Similarité d’échelles (d) Evolution de la courbure

(e) Erreur (f) Echelle de couleur (m/s)

Fig. 6.8 – Comparaison entre contribution réelle et modèles, t
∆t = 200
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(a) Contribution réelle (b) Modèle complet

(c) Similarité d’échelles (d) Evolution de la courbure

(e) Erreur (f) Echelle de couleur (m/s)

Fig. 6.9 – Comparaison entre contribution réelle et modèles, t
∆t = 500
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(c) Evolution de la courbure

Fig. 6.10 – Corrélation entre le modèle et la contribution réelle du terme sous-maille de
l’équation de transport de la discontinuité équivalente, t = 0
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Fig. 6.11 – Corrélation entre le modèle et la contribution réelle du terme sous-maille de
l’équation de transport de la discontinuité équivalente, t
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(c) Evolution de la courbure

Fig. 6.12 – Corrélation entre le modèle et la contribution réelle du terme sous-maille de
l’équation de transport de la discontinuité équivalente, t

∆t = 500
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6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté et illustré en détail sur des exemples précis deux méthodes
(l’analyse générique des processus interfaciaux et la méthode des DAR) qui permettent de
passer d’une description continue à une vision discontinue des interfaces. Ces méthodes sont
principalement utilisées en SND afin de trouver la limite asymptotique discontinue d’une zone
volumique de transition. Grâce aux DAR appliqués aux équations des interfaces diffuses, nous
avons expliqué l’origine volumique de la tension de surface : de façon non intuitive, c’est
la forte variation de masse volumique dans la direction normale qui crée la tension dans la
direction tangentielle.

En filtrant les équations monofluides avec un filtre à cheval sur l’interface, nous avons
obtenu un système où les grandeurs varient continûment. Pour déterminer sa limite asymp-
totique discontinue, nous avons appliqué la méthode des DAR. Comme cette méthode est
complexe et assez calculatoire, nous avons commencé par déduire, grâce au formalisme mo-
nofluide, les relations de saut que nous cherchons à fermer avec la méthode des DAR. Nous
avons ensuite adimensionnalisé les équations. Cette étape d’adimensionnalisation est cruciale
car elle détermine le comportement du système discontinu équivalent. Elle repose sur la dis-
tinction de deux échelles de longueurs dont l’une est caractéristique de la zone de transition
et l’autre du problème macroscopique. Pour l’application de la méthode des DAR proprement
dite, nous nous sommes placés dans le système de coordonnées associées à l’interface afin de
tenir compte de la courbure des interfaces qui est un point clé de notre problème. Nous avons
donc écrit chaque terme des équations dans un système de coordonnées généralisées faisant
intervenir des facteurs d’échelles. De cette façon, nous avons concentré l’étude des équations
suivant la direction normale en dilatant cette direction. Et, nous avons alors déterminé les re-
lations de saut à l’interface en utilisant les conditions de raccord entre les solutions intérieure
et extérieures. A l’ordre 0, nous avons trouvé que

– la vitesse est continue à l’interface, ce qui implique que l’on conserve l’hypothèse d’in-
compressibilité : le champ de vitesse monofluide du problème discontinu équivalent est
à divergence nulle,

– les corrélations entre la vitesse et la masse volumique sont l’origine volumique d’une
nouvelle force surfacique dans l’équation de bilan de quantité de mouvement. Cette
force s’apparente aux forces interfaciales mais contrairement à elles, sa résultante n’est
pas forcément normale à l’interface.

Ces conditions de saut ne sont pas uniquement définies par l’expression de la différence entre
les grandeurs du liquide et les grandeurs du gaz, il faut aussi définir précisément le lieu où on
doit les imposer, i.e. la localisation de la discontinuité équivalente. Nous avons logiquement
choisi de définir la discontinuité équivalente de telle sorte que l’on conserve la masse (i.e.
la masse en excès est nulle). Ce choix assure que l’on retrouve la position de l’interface de
la SND lorsque le rayon de courbure est très grand devant la taille du filtre. Cette position
pour la discontinuité équivalente nous a conduit à établir une nouvelle équation de transport
de l’interface qui, en plus de la modélisation de type similarité d’échelles, fait intervenir la
variation de la courbure.

Grâce à des tests a priori, nous avons montré que l’équation de la discontinuité équivalente
obtenue modélise très bien le déplacement de l’interface filtrée discontinue. En particulier,
nous avons vu la complémentarité du terme qui tient compte de la variation de la courbure
et du modèle de similarité d’échelles. Même si on n’a pas introduit de nouveaux termes
dans l’équation de bilan de quantité de mouvement par rapport au cas SGE continue, il
serait intéressant de faire des tests a priori pour évaluer le saut de la limite asymptotique
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discontinue des grandeurs filtrées à l’interface et le comparer à la prédiction du modèle10.
Malheureusement, de tels tests sont difficiles à mettre en oeuvre car il nécessite de savoir faire
le lien entre les champs de la SND et les champs filtrés discontinus (voir paragraphe 6.6.1).
Face à cette difficulté non résolue, nous proposons d’implémenter nos modèles et de réaliser,
dans le chapitre suivant, une première étude a posteriori, c’est-à-dire de comparer le résultat
d’un calcul avec le concept ISS et celui d’une SND.

10Ce travail n’aurait pas pour but de valider l’étape de modélisation (nous l’avons déjà fait dans le chapitre
précédent) mais de valider l’étape analytique des DAR.





Chapitre 7
Une première validation des nouveaux
modèles

D
ans ce chapitre, on réalise la première étude a posteriori des modèles que
nous avons développés. Nous avons choisi de faire cette étude sur le cas test

de l’ascension d’une bulle à contre-courant (voir paragraphes 4.3 et 3.3.1). Ce choix
est motivé par le fait que l’on désire effectuer une étude paramétrique afin de mettre
en évidence les effets de chacune des fermetures que nous avons introduites. Par
conséquent, le cas d’interaction d’une bulle avec une turbulence de grille est trop
coûteux numériquement. De plus, le meilleur critère de validation des modèles du
concept ISS nous semble être la position du centre de gravité de la bulle. Or, le cas de
l’ascension de la bulle est le seul cas 2D que nous avons simulé où le centre de gravité
de l’inclusion se déplace significativement.

7.1 Hypothèses supplémentaires

7.1.1 Ecriture sous forme non conservative

La méthode numérique dont nous disposons est écrite sous forme non conservative. Par
conséquent, pour tester les modèles que nous proposons, il faut écrire l’équation de bilan de
quantité de mouvement (6.128c) sous forme non conservative. On trouve :
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︸ ︷︷ ︸
(iii)


 δeσ (7.1)

Le terme (ii) est le seul terme qui existe en SGE dans les situations monophasiques. Dans
notre cas, il correspond à l’hypothèse de similarités d’échelles. Le terme (i) est l’effet de ce
terme à l’interface. Le terme (iii) correspond au corrélation entre la masse volumique et la
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vitesse, il corrige les erreurs de transfert de quantité de mouvement ou d’énergie cinétique
dues à la sous-résolution. Il est le seul terme écrit sous la forme d’une grandeur en excès.
Comme les forces superficielles, les deux termes, (i) et (iii), sont des forces surfaciques.

7.1.2 Evolution de la courbure

Pour les tests a priori du chapitre précédent, nous avons implémenté les opérateurs de
dérivation surfacique dans des outils de postraitement. Malheureusement, par manque de
temps mais aussi parce que de tels opérateurs sont plus faciles à mettre en oeuvre pour le
postraitement qu’au coeur du code Trio U, nous n’avons pas implémenté ces opérateurs dans
la méthode de Front-tracking. Cependant, dans le cas test que nous avons choisi, la courbure
évolue peu comparativement au cas de l’interaction d’une bulle avec une turbulence de grille.
De plus, le cas est laminaire et 2D. On suppose que dans ces conditions, on peut négliger
le terme lié à l’évolution de la courbure devant celui de l’hypothèse de similarité d’échelle
dans l’équation de transport de la discontinuité équivalente. Plus précisément, on imagine
que, dans ces conditions, la différence de comportement entre ces deux termes que nous avons
décrite dans le paragraphe 6.6.5 est négligeable1 et que l’hypothèse de similarité d’échelle peut
très bien jouer le rôle du terme qui tient compte de la variation de la courbure. Soit c une
constante, on peut résumer l’hypothèse précédente par l’équation

ũ · ñs − ũ
s · ñs ≈ c

r2

10

(
∆s

(
∂χ̃g

∂t
ñ

)
· ñ − 2∇s

(
∂χ̃g

∂t
ñ

)
: ∇s (ñ)

)
(7.2)

dans le cas d’un écoulement faiblement turbulent avec de faibles variations de la cour-
bure. Sous cette hypothèse supplémentaire, l’équation de transport de la discontinuité
équivalente (6.128b) s’écrit

∂χ̃g

∂t
=


ũ · ñ +

(
ũ · ñs − ũ

s · ñs
)

︸ ︷︷ ︸
(iv)


 δeσ (7.3)

où le terme (iv) correspond à l’hypothèse de similarités d’échelles surfacique.

7.1.3 Evaluation de la grandeur en excès

La mise en oeuvre de procédures d’évaluation de grandeurs en excès est relativement com-
plexe. En effet, les grandeurs en excès sont définies sur l’interface, donc elles sont discrétisées
aux positions des marqueurs lagrangiens. Pour les évaluer sur un marqueur donné, il faut
pouvoir identifier les mailles eulériennes qui sont traversées par la droite normale à l’inter-
face et passant par ce marqueur. Par conséquent, pour cette première implémentation de

nos modèles, nous avons décidé de calculer les corrélations
∂(eρ eu−eρ eu)

∂t sur tous les éléments
du maillage eulériens et d’approcher, en chaque marqueur, la grandeur en excès associé à ce
terme par son interpolation aux coordonnées du marqueur. Une autre difficulté pour évaluer
ce terme concerne la dérivée temporelle. Nous avons choisi de réaliser un simple point fixe en
deux itérations car la troisième n’apporte plus rien.

1Dans le paragraphe 6.6.5, on a en effet constaté que pour t = 500∆t (la courbure de la bulle varie alors
beaucoup moins car elle se trouve en bas du domaine de calcul où l’intensité de la turbulence de grille est
beaucoup plus faible du fait de la décroissance spatiale), les deux termes sont très proches.
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Dans la suite de ce chapitre, on veut avoir une idée qualitative de l’effet de chacun des
termes (i), (ii), (iii) et (iv). Pour ce faire, on réalise cinq calculs : quatre où on ne tient compte
que de l’un des quatre termes et un cinquième où on regarde l’effet combiné de chacun de ces
termes.

7.2 Tests a posteriori

Comme nous l’avons mentionné, il nous semble qu’un bon juge de paix pour valider les
modèles de ce travail de thèse est l’évolution temporelle de la coordonnée verticale du centre
de gravité de la bulle. Dans ce paragraphe, on ce concentre donc sur ce point et on compare
l’évolution de cette coordonnée suivant les termes de modélisation dont on tient compte ainsi
que suivant le raffinement des maillages eulérien et lagrangien.

7.2.1 Raffinement lagrangien

Au paragraphe 3.3, nous avons proposé une modèle de diffusion de courbure qui permet
d’éviter le développement d’instabilités numériques lorsque l’on raffine le maillage lagrangien
sans raffiner le maillage eulérien. Cette méthode est maintenant couramment utilisée dans
le laboratoire pour les SND. Un des intérêts des tests a posteriori, et de vérifier l’apport
de cette méthode pour les calculs de SGE diphasique, i.e. lorsque ses effets sont combinés
avec ceux des modèles que nous avons développés. Cependant, il ne faut pas que la solution
d’un calcul de SGE diphasique dépende du maillage lagrangien. C’est pourquoi, on choisit
de raffiner suffisamment le maillage lagrangien pour avoir convergé (du point de vue de la
discrétisation de l’interface). La figure 7.2 illustre le fait qu’une mauvaise discrétisation de
l’interface implique une mauvaise évaluation des forces de frottement et de flottabilité, car
le périmètre et l’aire de la bulle sont sous-estimés (voir paragraphe 3.3). Raffiner le maillage
lagrangien permet d’y remédier. On remarque que les courbes obtenues avec deux ou quatre
marqueurs lagrangiens par maille eulérienne sont presque identiques. On estime qu’on a atteint
la convergence avec seulement deux marqueurs et on effectue les calculs pour tester les modèles
dans ce cas (maillage grossier 150x150, deux marqueurs lagrangiens par maille eulériennes et
un opérateur de convection centré).

7.2.2 Effet des différents termes

La notation parami j k l des figures 7.1, 7.3 et 7.4 indique quels sont les termes dont
on tient compte parmi les modèles (i), (ii), (iii) et (iv). Ainsi, le calcul param1 0 0 0 (res-
pectivement param0 1 0 0, param0 0 1 0 et param0 0 0 1) ne tient compte que du terme (i)
(respectivement (ii), (iii) et (iv)), les autres termes étant modélisés par zéro. Dans tous les cas,
il s’agit d’un calcul grossier 150x150 avec deux marqueurs lagrangiens par maille eulérienne
et un opérateur de convection centré. Sur la figure 7.3, le terme (iii) semble être le terme
le moins significatif. Ceci est sûrement dû au fait que le saut de masse volumique est faible
(ρG = 990 kg.m−3 et ρL = 1000 kg.m−3). Les termes (i) et (ii) ont globalement l’effet d’une
viscosité turbulente : augmenter le frottement moyen de la bulle, le terme (iv) apparâıt être le
seul à avoir l’effet inverse (diminuer le frottement moyen autour de la bulle). Sur la figure 7.4,
on constate que les effets combinés des différents modèles conduisent à une sur-estimation du
frottement moyen. D’après les constats précédents, on peut, afin d’y remédier, pondérer les
termes (i) et (ii) par des coefficients inférieurs à un ou, au contraire, pondérer le terme (iv)
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par un coefficient supérieur à un. Comme les tests a priori que nous avons faits concluent
que τ

nm
conv sous-estime le terme sous-maille qu’il modélise, τ conv (voir les corrélations des fi-

gures 5.22, 5.24 et 5.26), on n’a moralement pas envie de pondérer les termes (i) et (ii) qui
en sont issus par des coefficients inférieurs à un. D’autre part, on a vu, de la même façon,
que τnm

interf sous-estime légèrement τinterf (voir les corrélations de la figure 5.20). De plus, la
détermination a priori des paramètres du modèle discontinu au paragraphe 6.6.4 indique qu’il
faut pondérer ce modèle par le coefficient 1,5. Enfin, dans ces tests a posteriori, on n’a pas
implémenté le terme qui tient compte de la variation de la courbure car on a supposé que
l’hypothèse de similarités d’échelles pouvait jouer son rôle. Il parait donc licite de pondérer le
terme (iv) par un coefficient supérieur à 1,5. Cela conduit au calcul param1 1 1 2 où on tient
compte de l’effet combiné de tous les termes de modélisation et où on a pondéré le terme (iv)
par 2. L’équation de transport de l’interface s’écrit alors :

∂χ̃g

∂t
=
(
ũ · ñ + 2

(
ũ · ñs − ũ

s · ñs
))

δeσ (7.4)

Sur la figure 7.1, on vérifie que l’évolution de la coordonnée verticale du centre de gravité de
la bulle qui correspond à ce calcul (param1 1 1 2) se trouve bien entre les deux tendances
de convergence (schéma Quick d’une part et schéma centré d’autre part). Ainsi, les modèles
proposés permettent de corriger la position de la bulle et ce tout au long du calcul.
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Fig. 7.1 – Convergence en maillage (grossier 150x150, moyen 300x300, fin 375x375)

7.3 Conclusion

Les résultats présentés ici nous paraissent prometteurs. Ils sont cohérents avec l’ensemble
des tests a priori que nous avons réalisés et montrent le gain en coût calcul sans perte d’in-
formations que permettent nos modèles. Nous savons que le cas choisi du fait du faible saut
de masse volumique rend peu importants les termes de l’équation de quantité de mouve-
ment spécifiques au cas diphasique (ceux qui font intervenir ρ). Cependant, notre cas met au
moins en évidence l’importance du terme sous-maille de l’équation de transport de l’inter-
face (corrélation de la vitesse et de la normale) et le bon comportement de notre modèle. En
particulier, il est important de se rappeler que notre modélisation est issue des deux étapes
successives où on a d’abord appliqué un filtre centré à cheval sur l’interface puis transformé
la zone de transition en une discontinuité équivalente. Selon nous, même si les modèles sont
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Coordonnée verticale (m)

t (s)

0.032

0.033

0.034

0.035

0.036

0.037

0.038

0.039

0.04

0.041

0 5 10 15 20 25

grossier (Centré)
raffinement lagrangien 2
raffinement lagrangien 4

Fig. 7.2 – Convergence du raffinement lagrangien
( 2 : deux points lagrangiens par maille eulérienne, 4 : quatre points )
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Fig. 7.3 – Etude de l’effet isolé de l’estimation des différents termes sous-maille

certainement perfectibles, ces tests a posteriori valident la démarche que nous avons élaborée
qui consiste justement à distinguer ces deux étapes et qui permet ainsi d’intégrer dans les
modèles l’interaction entre l’écoulement des phases et l’interface.
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Fig. 7.4 – Etude de l’effet combiné de l’ensemble des modèles pour différentes pondérations
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Conclusions

Ce travail de thèse a abouti, pour la première fois à notre connaissance, aux
développements de modèles de SGE diphasiques qui tiennent compte des couplages forte-
ment non linéaires qui existent entre les interfaces et la turbulence, et où les interfaces sont
supposées bien résolues alors que les petites échelles de la turbulence sont modélisées. En ef-
fet, nous avons mis en évidence l’existence de termes sous-maille spécifiques aux écoulements
diphasiques qui n’ont jamais fait l’objet de modélisation. Or, nous avons montré qu’un certain
nombre d’entre eux avaient une importance significative dans la dynamique de l’écoulement
et ce même en laminaire. En utilisant des méthodes issues de la modélisation de la turbu-
lence des écoulements monophasiques ou de la modélisation de la physique des interfaces des
écoulements diphasiques, nous avons proposé, et validé sur des tests a priori, des fermetures
pour ces termes. On résume ici les principales étapes originales de ce travail :

– Des SND de situations d’écoulements pertinentes ont été réalisées, validées et exploitées.
Ceci a été possible grâce à l’existence, dans notre laboratoire, d’une méthode per-
formante mixte Front-tracking/VOF. Nous avons participé à l’amélioration de cette
méthode (i) en augmentant la précision de la description géométrique des bulles grâce
à une méthode de raffinement du maillage lagrangien, (ii) en proposant une nouvelle
discrétisation du tenseur des contraintes visqueuses et (iii) en implémentant un schéma
en temps de type Runge-Kutta 3 capable de gérer le couplage des différentes équations
de la méthode numérique. De plus, nous avons mis en oeuvre une méthode de forçage
linéaire de la turbulence qui permet de fournir des conditions d’entrée réalistes et turbu-
lentes. Nous avons ainsi pu simuler l’interaction d’une turbulence de grille et d’une bulle
vraiment déformable. Ce genre de SND est relativement rare dans la littérature. Outre
l’utilisation que nous en avons faites pour développer le concept ISS, ce type de calcul
devrait permettre d’enrichir des modélisations statistiques des écoulements diphasiques
à bulles par exemple. Il s’agirait d’étudier les phénomènes à l’échelle de la bulle (et non
à l’échelle des déformations de son interface) en mesurant par exemple son agitation en
fonction de l’intensité turbulente. Dans ce but, nous avons commencé à caractériser la
turbulence de grille en l’absence d’inclusion.

– Une modélisation de type SGE adaptée aux écoulements diphasiques et avec une vision
continue des interfaces a été proposée. En appliquant un filtre centré, éventuellement
à cheval sur les interfaces, aux équations monofluides, nous avons exhibé des termes
sous-maille spécifiques aux situations diphasiques. Nous avons retrouvé formellement le
fait que la géométrie de l’interface est dégradée avec la sous-résolution. Par conséquent,
nous avons montré que les modèles devaient non seulement tenir compte de la turbu-
lence mais également de la présence d’une discontinuité. L’étude des ordres de gran-
deurs des différents termes sous-maille nous a permis de négliger certains d’entre eux
pour nous concentrer sur la modélisation des termes prépondérants. L’adaptation de la
décomposition de Leonard revisitée par Germano à ces termes spécifiques, nous a conduit
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à développer des modèles du type similarités d’échelles. Les nombreux tests a priori que
nous avons effectués montrent que nos modèles sont extrêmement bien corrélés avec
la contribution réelle des termes sous-maille. L’implémentation des termes principaux
de notre modélisation et une première comparaison des résultats qu’elle fournit sur un
maillage deux fois plus grossier que le maillage du calcul SND résolu confirme la capacité
de nos modèles à diminuer notablement le coût numériquement sans véritablement en
affecter la précision.

– Alors que de nombreuses et récentes études démontrent les effets conséquents du ca-
ractère déformable des inclusions sur les propriétés de l’écoulement, nous avons intégré
dans des modèles sous-maille les effets de la variation de la courbure de l’interface. La
méthode des DAR nous a permis de préciser les relations de saut des grandeurs filtrées
et d’établir une nouvelle équation de transport de la discontinuité équivalente. Il est
apparu que le saut du tenseur des contraintes, simplement égal aux forces superficielles
pour les grandeurs exactes, dépend également des corrélations entre la vitesse et la masse
volumique, i.e. des corrélations entre la vitesse et la géométrie de l’interface. Puisque
ces corrélations apparaissent sous la forme d’une dérivée temporelle, on a donc, dans le
cas de simulations sous-résolues, en plus des forces superficielles classiques qui sont pro-
portionnelles à la courbure, une force surfacique dont l’intensité dépend de l’évolution
temporelle de la géométrie de l’interface. De façon encore plus claire, l’équation de trans-
port de la discontinuité équivalente que nous avons obtenue fait apparâıtre explicitement
l’évolution temporelle de la courbure de l’interface. Grâce à des tests a priori, nous avons
montré la nécessité de tenir compte de cette dépendance pour prédire correctement la
vitesse des interfaces.

Perspectives

Les perspectives ouvertes par ces travaux sont nombreuses. On les énonce en commençant
par le court terme pour aller progressivement vers le moyen et long terme, en oubliant tous
les obstacles que la physique aura sans doute semés sur ce trajet.

Tout d’abord, il est nécessaire de finir l’implémentation des modèles que nous avons pro-
posés afin de réaliser de nouvelles validations a posteriori, c’est-à-dire de vérifier que l’ajout
de modèles lors de calculs sous-résolus permet de se rapprocher de la solution fournie par
la SND. En effet, du fait, par exemple, de la diffusion numérique, l’apport des modèles de
la SGE n’est pas toujours flagrant et ce même en monophasique. Dans le cadre de l’ANR
Simulation Turbulence et Interfaces, il est prévu de vérifier, pour une surface libre cisaillée,
que les très bons résultats que nous avons obtenus à partir de tests a priori ne dépendent pas
de conditions particulières de l’écoulement, que l’implémentation de nos modèles ne crée pas
d’instabilité numérique et qu’aucun effet de la sous-résolution n’a été sous-estimé. Cependant,
la démarche que nous avons mise en place lors de l’élaboration du concept ISS est complète et
s’il est évident que les modèles que nous proposons devront être adaptés et retravaillés, nous
sommes maintenant certains de leur potentiel.

Une fois ces premiers modèles validés, il sera alors nécessaire de relaxer certaines des
hypothèses. En effet, un des programmes à long terme dans laquelle s’inscrit cette étude
est la simulation de situation d’ébullition convective. Cet objectif étant trop ambitieux pour
être atteint directement, les difficultés ont été scindées pour les rendre plus abordables et
la modélisation physico-numérique du changement de phase, a fait l’objet de nombreux tra-
vaux [41, 20, 62] antérieurs à cette thèse. Cependant, nous avons pour l’instant établi nos
modèles dans le cas sans changement de phase. Il s’agit donc d’une étape préliminaire et
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il faudra compléter nos modèles afin de tenir compte du changement de phase. Nous avons
d’ailleurs fait un premier pas dans cette direction en réalisant des tests a priori dans des situa-
tions anisothermes sans changement de phase. Le même type de modèles que celui développé
pour l’équation de bilan de quantité de mouvement dans ce mémoire, fonctionne très bien
pour l’équation de température [97]. Une autre hypothèse que nous avons faite concerne les
déformations de l’interface : nous avons supposé que son plus petit rayon de courbure était
plus grand que la taille de la maille. Pourtant, dans des situations industrielles, les bulles
sont susceptibles d’être suffisamment déformées pour qu’une partie de leur géométrie soit
non résolue. Comme nous l’avons montré, les interactions entre interfaces et turbulence se
caractérisent par des échanges entre l’énergie d’interface et l’énergie cinétique des phases. Une
façon de tenir compte des transferts non résolus serait donc d’établir des équations d’évolution
de l’énergie d’interface non résolue et de l’énergie cinétique turbulente. On peut alors espérer
qu’un tel outil aide à mieux comprendre un certain nombre de phénomènes physiques tels que
les interactions entre plusieurs bulles et la crise d’ébullition.

De façon plus générale, le concept ISS doit, à terme, permettre de réaliser des calculs dont
le degré de précision est proche de celui de la SND et dont le coût numérique est très inférieur.
Par conséquent, il est un niveau de modélisation intermédiaire entre les codes industriels (basés
sur un modèle à deux fluides moyennés en volume et statistiquement) et les codes de SND.
Par intermédiaire on entend qu’il se construit principalement grâce aux informations issues
de SND et que l’un de ces objectifs concrets et pragmatiques est d’enrichir les modèles des
codes industriels. Dans les codes industriels du domaine du nucléaire, on peut distinguer trois
niveau de modélisation : le niveau Système qui correspond à l’ensemble du réacteur et une
partie de ses auxiliaires, le niveau Composant qui ne s’intéresse qu’au coeur du réacteur ou
à un générateur de vapeur et le niveau 3D local qui concerne quelques canaux du coeur. En
partant du niveau le plus fin, ce mémoire illustre par exemple comment chaque niveau peut
être utilisée pour enrichir les niveaux moins détaillés. Une réflexion collective, principalement
au sein de notre laboratoire, est amorcée afin d’élargir cette démarche multiéchelle.
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Annexe A
Spectre d’énergie d’interface

P
our étudier les mécanismes d’interaction interface/turbulence, il est intéressant
de disposer d’un outil permettant de connâıtre le spectre instantané de l’énergie

d’interface. En effet, on sait qu’une interface interagit de façon sélective avec l’énergie
cinétique turbulente, à la manière d’un filtre. Les structures tourbillonnaires provoquent
des déformations de l’interface qui va donc osciller et rétrocéder de l’énergie aux
phases mais pas nécessairement aux échelles de temps ou de longueurs initiales. De
plus, on ne sait pas évaluer a priori l’échelle des plus petites déformations de l’inter-
face énergétiquement actives (alors qu’on sait le faire pour les plus petites structures
turbulentes au sein d’une phase : c’est l’échelle de Kolmogorov). Un outil de calcul
des spectres d’énergie d’interface permet une évaluation a posteriori qui, si elle est
faite systématiquement, notamment pour beaucoup de valeurs du nombre d’Ohne-
sorge, pourrait conduire à une relation permettant de déduire la taille des plus petites
déformations de l’interface à partir des grandeurs caractérisant cet écoulement. Pour
construire une représentation spectrale de l’énergie d’interface, on a besoin des fonc-
tions de base adaptées : les harmoniques sphériques. Après avoir rappelé leur définition,
on expliquera la méthode d’obtention d’un spectre d’énergie interfaciale et on donnera
un exemple.

A.1 Les harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques correspondent aux modes propres des déformations d’une
inclusion (pour plus de détail sur ce problème physique, on se référera à [51] ou [69]). Ces
harmoniques sont reliées aux polynômes de Legendre, Pm

n (n est le degré et m l’ordre du
polynôme), par la relation

Y m
n = cmn e

imϕPm
n (cos(θ)), 0 ≤ m ≤ n (A.1)

où on a introduit l’exponentielle complexe. La définition des angles θ et ϕ est précisée par la
figure A.1. Le coefficient cmn est le coefficient de normalisation,

cmn =

√
2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!
(A.2)
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qui assure l’orthonormalité de la base,

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
Y k

l Y
m
n sinθdθ = δkmδln, (A.3)

δkm est le symbole de Kronecker (il vaut 0 si k 6= m et 1 sinon) et l’opérateur · associe à
tout complexe le complexe conjugué.
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M er
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Fig. A.1 – Coordonnées sphériques

Une fonction, f , définie sur une sphère se décompose de façon unique :

f(θ, ϕ) =
∑

n≥0

∑

−n≤m≤n

fm
n Y

m
n (θ, ϕ) (A.4)

fm
n =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
f(θ, ϕ)Y m

n (θ, ϕ)sinθdθ (A.5)

Y −m
n (θ, ϕ) = (−1)mY m

n (θ, ϕ) (A.6)

Pour calculer les polynômes de Legendre, on peut avoir recourt à des formules explicites sous
forme de somme mais ces dernières nécessitent des calculs de factorielles de grands nombres
et des simplifications délicates entre les termes successifs dont le signe alterne. Il est donc
préférable d’utiliser des formules de récurrence. Malheureusement, la plupart des récurrences
sur m sont instables et sont donc à éviter lors d’un travail numérique. En effet, la relation

Pm+1
n (z) =

−1√
1 − z2

((n−m)zPm
n (z) − (n+m)Pm

n−1(z)), z = cosθ

est dangereuse lorsque θ tend vers 0 ou π. On utilisera donc les formules suivantes issues
de [69]

Pm
m (z) = (−1)m(2m− 1)!!(1 − z2)m/2 (A.7)

Pm
m+1(z) = z(2m+ 1)Pm

m (z) (A.8)

(n−m)Pm
n = z(2n− 1)Pm

n−1 − (n+m− 1)Pm
n−2, 0 ≤ m ≤ n− 2 (A.9)

où n!! est le produit des entiers impairs de 1 à n.

La figure A.2 montre quelques fonctions harmoniques sphériques de degré 9 et d’ordre
variable. Ce sont donc des surfaces qui enveloppent la sphère et qui présentent des ondulations
de part et d’autre de zéro, en rouge les zones positives, en bleu les zones négatives, et en vert
les passages par zéro. La propriété est que la fonction harmonique sphérique passe autant de
fois par zéro que ce que vaut son degré n. Parmi ces passages par zéro, m se font suivant une
longitude, et donc n-m suivant une latitude.
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Fig. A.2 – Représentation des harmoniques sphériques Y 0
9 , Y 3

9 , Y 6
9 et Y 9

9 .

A.2 Spectre d’énergie interfaciale

A.2.1 Surface d’un sphéröıde

On définit le barycentre de surface d’un sphéröıde, S, comme le point G vérifiant

∫

M∈S
GMdσ = 0

On se place dans le repère associé aux coordonnées sphériques dont l’origine est le barycentre
de surface du sphéröıde, l’élément de surface s’écrit

dσ = ‖Dθf ∧Dϕf‖dθdϕ (A.10)

où ∧ est un produit vectoriel et f est la fonction qui a tout couple d’angles associe le vecteur
position du point correspondant du sphéröıde :

f : [0, π] × [0, 2π[ → R
3

(θ, ϕ) 7→ GM = r(θ, ϕ)er

On a donc

Dθf = reθ +
∂r

∂θ
er

Dϕf = rsinθeϕ +
∂r

∂ϕ
er

et la surface, s, est donnée par :

s =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
r2sinθ

√√√√1 +
1

r2

((
∂r

∂θ

)2

+
1

sin2θ

(
∂r

∂ϕ

)2
)
dθ (A.11)

En faisant l’hypothèse des petites déformations au sens où la normale à la surface est à peu
près confondue avec er (ce qui signifie que l’amplitude des perturbations doit être d’autant
plus faible que leur fréquence est élevée), on a à l’ordre deux :

s =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
r2sinθdθ (A.12)
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A.2.2 Spectre d’énergie interfaciale

Dans le cas où la tension de surface est supposée constante, l’énergie d’interface est di-
rectement proportionnelle à la surface de l’interface en question. En utilisant les équations
(A.4) et (A.5) appliquées à la fonction (θ, ϕ) 7→ r, puis la propriété d’orthogonalité (A.3),
l’équation (A.12) devient :

s =
∑

n≥0

∑

−n≤m≤n

‖rm
n ‖2 (A.13)

On a ainsi obtenu une décomposition spectrale de l’énergie d’interface. La propriété (A.6)
implique que ‖r−m

n ‖2 = ‖rm
n ‖2. Par conséquent, pour m strictement positif, il n’est pas utile

de calculer les coefficients r−m
n , ni même de représenter dans le spectre d’énergie d’interface

les ‖r−m
n ‖2.

A.2.3 Validation de notre implémentation du calcul du spectre d’énergie

interfaciale

On a généré un maillage d’interface correspondant à l’harmonique sphérique Y 0
3 . L’inter-

face est représenté figure A.3(a) et l’échelle de couleur représente la courbure. Ce maillage
d’interface a alors été postraité comme s’il s’agissait du résultat d’un calcul et on a obtenu
les spectres d’énergie présentés figures A.3(b) et A.3(c). On constate (fig. A.3(c)) que toute
l’énergie de la perturbation est bien sur le mode attendu (m = 0 et n = 3). Mais la figure
A.3(b) (en échelle log) montre que le signal est très bruité, ce qui limitera sans doute les
applications de cette méthode.

A.3 Conclusion

A partir de la décomposition de la géométrie de l’interface sur les harmoniques sphériques,
nous avons défini le spectre d’énergie d’une interface puis nous avons implémenté un outil de
postraitement pour tracer ce spectre.
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Fig. A.3 – Spectre d’énergie de surface





Annexe B
Grandeur en excès

D
ans le chapitre 6, on a introduit trois définitions de la grandeur en excès.
Cette grandeur permet de faire le lien entre une vision continue et une vision

discontinue des interfaces. Dans cette annexe, on discute rapidement de l’équivalence
de ces trois définitions dans le cas d’une interface sphérique. On montre ainsi que si
l’on désire respecter un principe de conservation seule la définition à partir d’un volume
de contrôle est satisfaisante.

B.1 Trois définitions

Dans le chapitre 6, on a présenté trois définitions d’une grandeur en excès
(
φ
)ex

. Ces

grandeurs sont utilisées dans l’analyse générique des processus interfaciaux [23]. En notant φ
la grandeur à l’échelle microscopique et φ̃ celle à l’échelle macroscopique, on a

∫

A

(
φ
)ex

dS =

∫

V

(
φ− φ̃

)
dV (B.1a)

∫

∂A

(
φ
)ex

dL =

∫

∂V

(
φ− φ̃

)
dS (B.1b)

(
φ
)ex

=

∫ +∞

0

(
φ− φ̃

)
dr (B.1c)

où V est le volume de contrôle défini dans la zone interfaciale, A la portion d’interface incluse
dans ce volume, ∂A le contour de cette surface A et r la distance par rapport au centre de
l’inclusion. L’équation (B.1a) définit la grandeur en excès à partir d’un bilan sur un volume
de contrôle. Elle respecte donc la notion de conservation. La définition (B.1b) utilise une
formulation en terme de flux et la relation (B.1c) est une simple intégration suivant la direction
normale.

Afin de pouvoir comparer simplement ces trois définitions, on se restreint à l’étude du
cas d’une interface sphérique de rayon R. On se place en coordonnées sphérique (r, θ, ϕ) avec
l’origine au centre de l’inclusion. L’équation de l’interface sphérique est donc r = R et la zone
de transition d’épaisseur 2δ correspond à la région de l’espace R−δ < r < R+δ. Les notations
géométriques sont précisées par la figure B.1.
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Fig. B.1 – Définition 3D du volume de contrôle associé à la zone de transition interfaciale et
des coordonnées sphériques

B.2 Ecriture 1D de la définition volumique

En coordonnées sphériques, la définition (B.1a) s’écrit :

∫

A

(
φ
)ex

(θ, ϕ)R2 sinθ dθdϕ =

∫

V

(
φ− φ̃

)
(r, θ, ϕ) r2 sinθ dθdϕdr (B.2a)

Puisqu’elle est valable pour tout volume de contrôle V contenant la zone de transition, on
peut se restreindre à un volume suffisamment petit pour pouvoir négliger les variations des
grandeurs en fonction de θ et de φ :

(
φ
)ex

R2

∫

A
sinθ dθdϕ =

∫ +∞

0

(
φ− φ̃

)
r2dr

∫

A
sinθ dθdϕ (B.2b)

En simplifiant par
∫
A sinθ dθdϕ, on obtient :

(
φ
)ex

=

∫ +∞

0

r2

R2

(
φ− φ̃

)
dr (B.2c)

En se souvenant que les grandeurs à l’échelle microscopique et celle à l’échelle macroscopique
diffèrent seulement dans la zone de transition interfaciale (R − δ < r < R + δ), l’intégrale
précédente se réécrit :

(
φ
)ex

=

∫ R+δ

R−δ

r2

R2

(
φ− φ̃

)
dr (B.2d)

En faisant le changement de variable z = r −R, on trouve finalement :

(
φ
)ex

=

∫ +δ

−δ

(
1 + 2

z

R
+
z2

R2

)(
φ− φ̃

)
dz (B.2e)

B.3 Ecriture 1D de la définition à partir des flux

On choisit la base canonique fixe (ex, ey, ez) telle que l’angle θ soit constant sur le contour
∂A. L’équation de ce contour est alors θ = θ0. En notant ν le vecteur surfacique (i.e. qui
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est tangent à l’interface) normal au contour ∂A, la définition (B.1b) s’écrit en coordonnées
sphériques : ∫

∂A

(
φ
)ex

Rsinθ0 νdϕ =

∫

∂V

(
φ− φ̃

)
r sinθ0 νdϕdr (B.3a)

Comme précédemment, cette définition est valable pour tout volume de contrôle V . On peut
donc choisir θ0 tel que l’on puisse négliger les variations des grandeurs par rapport à ϕ. Après
des simplifications similaires à celles faites dans le paragraphe précédent, on trouve :

(
φ
)ex

=

∫ R+δ

R−δ

r

R

(
φ− φ̃

)
dr (B.3b)

Avec le même changement de variable que pour la définition volumique z = r−R, on obtient
ici :

(
φ
)ex

=

∫ +δ

−δ

(
1 +

z

R

)(
φ− φ̃

)
dz (B.3c)

B.4 Réécriture de la définition 1D

En limitant le support de l’intégrale à la zone de transition interfaciale et en faisant le
changement de variable z = r −R, la définition 1D (B.1c) devient simplement :

(
φ
)ex

=

∫ +δ

−δ

(
φ− φ̃

)
dz (B.4)

B.5 Conclusion

En se limitant à l’étude d’une interface sphérique, on a montré facilement que chaque
définition de la grandeur en excès se réécrit comme une simple intégrale suivant la direction
normale. On constate que seules les deux premières définitions font intervenir la courbure de
l’interface. Si on désire préserver la notion de conservation, il faut nécessairement raisonner de
façon volumique en faisant des bilans. Puisque les définitions par flux et purement monodimen-
sionnelle ne sont pas équivalentes à la définition volumique, elles peuvent être insuffisantes.
Cependant, à l’ordre 0 en ǫ = δ

R , les trois définitions sont rigoureusement équivalentes.

Dans ce mémoire, on s’arrête à l’ordre 0 pour les développements asymptotiques raccordés
donc, lors de cette analyse, on confond ces trois définitions. En revanche, afin de conserver
la masse, on détermine la position de la discontinuité équivalente à partir de la définition
volumique.





Annexe C
Système de coordonnées associées à
l’interface

L
a méthode des développements asymptotiques raccordés revient à dilater la di-
rection dans laquelle les grandeurs varient fortement et rapidement. Dans le cas

des écoulements diphasiques, les grandeurs varient rapidement dans la direction nor-
male à l’interface lorsque l’on en est suffisamment proche. Pour faire un changement
de variable suivant la direction normale, il faut au préalable se placer dans un système
de coordonnées associées à l’interface. Puisque ce système de coordonnées est en par-
tie curviligne, les opérateurs de dérivation définis dans ce système font intervenir des
facteurs d’échelles. Dans cette annexe, on définit le système de coordonnées associées
à l’interface dont le paramétrage de la surface se fait suivant les directions principales.
On écrit alors les différents opérateurs de dérivations dans ce système.

C.1 Base naturelle associée à l’interface

Soit (ξ1, ξ2, ξ3) le système de coordonnées associé à l’interface. (ξ1, ξ2) mesurent la distance
selon les directions principales de l’interface et ξ3 mesure la distance selon la direction normale
à l’interface. Le point courant M s’exprime en fonction de ces coordonnées par la relation

OM = r0(ξ1, ξ2) + ξ3n (C.1)

où n est le vecteur unitaire normal à l’interface [2, 32, 3]. On note (t1, t2) les vecteurs unitaires
tangents à l’interface, parallèles aux directions principales de courbure. Ces deux directions
sont orthogonales [32]. La base naturelle {gi} associée à ce système de coordonnées est définie
par :

gi =
∂OM

∂ξi
(C.2)

On a donc
g1 = (1 − ξ3κ1)t1,g2 = (1 − ξ3κ2)t2,g3 = n (C.3)

où κ1 et κ2 sont les courbures principales ( [2, 32]). Soit V un vecteur, on a V = V i gi. Les
composantes V i sont appelées composantes contravariantes du vecteur V sur la base {gi}.
On définit la base duale {gi} de la base naturelle par les relations suivantes

gi · gj = δj
i (C.4)
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et on a V = Vi gi. Les composantes Vi sont appelées composantes covariantes du vecteur V.
Le tenseur métrique est défini par :

gij = gi · gj (C.5)

Les facteurs d’échelles sont définis par :

hi =
√
gii (C.6)

On a :

h1 = |1 − ξ3κ1|, h2 = |1 − ξ3κ2|, h3 = 1 (C.7)

La base naturelle a le défaut de ne pas être normée. Pour éviter cet inconvénient, on introduit
la base naturelle normée, dite encore base physique :

{
g̃i =

gi

||gi||
=

gi

hi
=

gi

||gi|| = gihi

}
= (t1, t2,n) (C.8)

On travaille avec les composantes physiques des vecteurs. Ces composantes vérifient :

u = u(i) g̃i, avec u(i) = hi u
i =

ui

hi
(C.9)

C.2 Variations de la base naturelle

On peut écrire les dérivées des vecteurs de base sous la forme

∂gi

∂ξj
= Γk

ij gk (C.10)

où les nombres Γi
ji sont les coefficients de Christoffel. La définition des coefficients de Chris-

toffel ainsi que leur calcul dans la base naturelle sont présentés dans l’annexe C.8. Pour alléger
l’écriture, on notera la dérivée de φ :

∂φ

∂ξj
= φ,j (C.11)

Par abus de notation, même après le changement de variable (6.66), on notera :

∂φ

∂ξ
= φ,3 (C.12)

C.3 Etude des champs surfaciques tangents

Pour les opérateurs de dérivation surfacique, les directions de différenciation appartiennent
au plan tangent à l’interface (attention, ceci ne signifie pas que l’ensemble image de ces
opérateurs appartient au plan tangent mais que l’on différencie uniquement suivant les di-
rections tangentes à l’interface). Par souci de précision, les indices de cette partie sont notés
avec des lettres grecques. Lorsque ces indices sont répétés, la sommation à effectuer se limite
à deux termes et non trois comme dans le cas des champs volumiques. Pour plus de détail, on
se reportera au chapitre 2 de l’ouvrage Statique des coques élastiques [32].
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C.3.1 Gradient de surface d’un champ scalaire surfacique

Par définition, le gradient de surface, ∇s, d’un champ scalaire surfacique, v, est :

∇sv =
∂v

∂ξα
tα (C.13)

Si le champ scalaire v est défini dans tout l’espace, la relation suivante permet de relier le
gradient volumique au gradient surfacique (voir [27]) :

∇v = ∇sv + (n · ∇v)n (C.14)

C.3.2 Gradient de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent

Le gradient de surface, ∇s, d’un champ de vecteur tangent, V, appliqué à la différentielle
du point courant de la surface donne la partie tangente de la différentielle de ce champ vectoriel
V. Ses composantes covariantes sont

(∇sV)αβ =
∂Vα

∂ξβ
− VγΓ

γ
βα (C.15)

où les Γ
γ
αβ sont les coefficients de connexion riemannienne (voir section C.3.3 pour leur lien

avec les coefficients de Christoffel).

C.3.3 Divergence de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent

Par définition, la divergence de surface, ∇s·, d’un champ vectoriel surfacique tangent, V,
est

∇s · V =
∂V α

∂ξα
+ V βΓ

α
αβ (C.16)

où les Γ
γ
αβ sont les coefficients de connexion riemannienne. Dans notre cas (i.e. le repère choisi

suit les lignes de courbure), ils correspondent aux coefficients de Christoffel avec ξ3 = 0 (voir
annexe C.8).

C.3.4 Rotationnel de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent

Le rotationnel de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent est le scalaire défini par

rotsV = oβα∂Vα

∂ξβ
(C.17)

où o est le tenseur d’orientation de surface. Il s’agit de l’opérateur qui à tout couple de vecteur
surfacique tangent associe le produit mixte avec la normale :

o : R
2 × R

2 −→ R

(u,v) 7−→ (u ∧ v) · n
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Dans le système de coordonnées choisi qui suit les lignes de courbure, les composantes cova-
riantes (mais c’est en fait indifférent ici) du tenseur d’orientation de surface sont simplement :

o.. =

[
0 1
−1 0

]
(C.18)

Le rotationnel de surface est la composante normale du rotationnel classique. Si un champ
vectoriel spatial x est tel que sa restriction à sa surface cöıncide avec le champ vectoriel
tangent v, alors on a :

rotsv = n · rotx

C.3.5 Laplacien de surface d’un champ scalaire surfacique

Par définition, le laplacien de surface, ∆s, d’un champ scalaire surfacique, v, est :

∆sv = ∇s · (∇sv) (C.19)

Avec un paramétrage associé aux directions principales (ou lignes de courbures), on a sur la
surface définie par ξ3 = 0 :

∆sv =
∂2v

∂ξ21
+
∂2v

∂ξ22
(C.20)

C.4 Tenseur de courbure normale

Les composantes covariantes du tenseur de courbure normale, B, sont :

bαβ = n · ∂tα

∂ξβ
(C.21)

La définition précédente est très générale. En particulier, les directions 1 et 2 ne correspondent
pas nécessairement aux directions principales contrairement à une grande partie de ce docu-
ment. Dans le cas où ces directions correspondent aux directions principales, on a la relation

suivante avec les coefficients de Christoffel : bαβ = Γ3
αβ

∣∣∣
ξ3=0

. Les valeurs propres de B sont

les courbures principales de la surface au point considéré. On les note κ1 = 1
R1

et κ2 = 1
R2

.

Ces invariants sont :

– la courbure moyenne, κ = Tr B = 1
R1

+ 1
R2

,

– la courbure gaussienne, H = det B = 1
R1R2

.

Comme n et tα sont orthogonaux entre eux les composantes covariantes du tenseur de courbure
s’écrivent aussi :

bαβ = −tα · ∂n
∂ξβ
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D’après la généralisation du gradient de surface aux vecteurs non tangents (équation C.24),
la relation précédente s’écrit en coordonnées intrinsèques :

B = −∇sn (C.22)

Comme l’opérateur divergence est la trace de l’opérateur gradient, on retrouve :

κ = Tr B = −Tr (∇sn) = −∇s · n

C.5 Opérateurs de dérivation surfaciques

L’étude des champs surfaciques tangents nous a conduit à définir des opérateurs de
dérivation surfacique. Les définitions de ces opérateurs peuvent être généralisées afin de
pouvoir s’appliquer aux champs volumiques1 non tangents2. Afin de faire le lien entre les
opérateurs surfaciques et les opérateurs classiques pour des tenseurs définis en volume (et non
uniquement sur la surface), on définit l’opérateur de projection P

P = I − n ⊗ n (C.23)

où I est l’opérateur identité et n la normale.

C.5.1 Opérateur gradient surfacique

Le gradient surfacique du tenseur T (défini sur tout le volume et non uniquement sur la
surface) est :

∇sT = P · ∇T (C.24)

Cette relation permet de montrer le lien entre le gradient de surface d’un champ vectoriel et
le gradient de surface de ses composantes dans la base canonique fixe. En effet, en se plaçant
dans la base canonique fixe, (ex, ey, ez), on trouve la même relation que pour le gradient
classique :

∇sV = ∇sVx ⊗ ex + ∇sVy ⊗ ey + ∇sVz ⊗ ez (C.25)

C.5.2 Opérateur divergence surfacique

La divergence surfacique du tenseur T (défini sur tout le volume et non uniquement sur
la surface) est :

∇s · T = P : ∇T (C.26)

C.5.3 Opérateur laplacien surfacique

La relation (C.19) donnée pour un scalaire s’étend en fait à un tenseur, T, de dimension
arbitraire :

∆sT = ∇s · (∇sT) (C.27)

1Les champs volumiques sont définis sur tout le domaine contrairement aux champs surfaciques qui ne sont
définis que sur la surface.

2Les champs non tangents peuvent avoir une composante normale non nulle contrairement aux champs
tangents.
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En utilisant les équations (C.24) et (C.26) dans cette dernière relation, on trouve :

∆sT = P : ∇(P · ∇T) (C.28)

Tout comme pour l’opérateur gradient surfacique, on peut alors faire le lien entre le laplacien
surfacique d’un champ vectoriel et le laplacien surfacique de ses composantes dans la base
canonique fixe, (ex, ey, ez). On trouve la même relation que pour le laplacien classique :

∆sV = ∆sVxex + ∆sVyey + ∆sVzez (C.29)

C.6 Opérateur gradient

C.6.1 Gradient d’un scalaire

Le gradient de ψ s’exprime de la façon suivante [33, Chap. 2] :

∇ψ =
∂ψ

∂ξi
gi =

1

h2
i

∂ψ

∂ξi
gi (C.30)

Et on a :

∇ψ · g̃i =
1

hi

∂ψ

∂ξi
(C.31)

C.6.2 Gradient d’un vecteur

Le gradient d’un vecteur u s’exprime de la façon suivante [33, Chap. 2]

∇u =
(
uj

,i + ukΓj
ki

)
gj ⊗ gi (C.32a)

ou encore, avec un autre choix de composantes :

∇u =
(
uj,i − ukΓ

k
ji

)
gi ⊗ gj (C.32b)

On a alors
(∇u)ij = hiu(i),j + u(i)hi,j − hku(k)Γ

k
ij (C.32c)

soit pour chaque composante :

(∇u)11 = h1u(1),1 − u(2)ξ3
h1

h2
κ1,1 − u(3)h1κ1 (C.32d)

(∇u)12 = h1u(1),2 − u(2)ξ3κ2,1 (C.32e)

(∇u)13 = h1u(1),3 (C.32f)

(∇u)21 = h2u(2),1 + u(1)ξ3κ1,2 (C.32g)

(∇u)22 = h2u(2),2 − u(1)ξ3
h2

h1
κ2,2 − u(3)h2κ2 (C.32h)

(∇u)23 = h2u(2),3 (C.32i)

(∇u)31 = u(3),1 + u(1)κ1 (C.32j)

(∇u)32 = u(3),2 + u(2)κ2 (C.32k)

(∇u)33 = u(3),3 (C.32l)
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C.6.3 Composante normale du tenseur des contraintes visqueuses

On déduit de l’équation (C.32a) que le gradient du vecteur u contracté avec le vecteur
normal à l’interface s’écrit,

n · ∇u = uj
,3gj + u1Γ1

13g1 + u2Γ2
23g2 (C.33)

car dans l’expression (C.32a) Γj
k3 est non nul uniquement pour Γ1

13 et Γ2
23 (voir annexe C.8).

Cependant, en utilisant les composantes contravariantes physiques des vecteurs, et en expri-
mant le résultat dans la base naturelle normée, il reste simplement :

n · ∇u = u(j),3g̃j (C.34)

On déduit des équations (C.32j), (C.32k) et (C.32l) que le gradient transposé du vecteur u

contracté avec le vecteur normal à l’interface s’écrit :

n · ∇Tu = (∇u)3i g
i =

u(3),1 + u(1)κ1

h1
g̃1 +

u(3),2 + u(2)κ2

h2
g̃2 + u(3),3g̃3 (C.35)

Finalement,

n ·
(
∇u + ∇Tu

)
=

(
u(1),3 +

u(3),1 + u(1)κ1

h1

)
g̃1 +

(
u(2),3 +

u(3),2 + u(2)κ2

h2

)
g̃2 +2u(3),3g̃3

(C.36)

C.7 Opérateur divergence

C.7.1 Divergence d’un vecteur

Par définition, la divergence d’un vecteur u s’exprime de la façon suivante [33, Chap. 2] :

∇ · u = u, i · gi (C.37)

En écrivant le vecteur u sous forme contravariante et en utilisant la relation (C.10) sur la
dérivée des vecteurs de base, il vient :

∇ · u = ui
, i + ujΓi

ji (C.38)

Comme certains Γi
ji sont nuls (voir annexe C.8), il vient :

∇ · u =
∂u1

∂ξ1
+
∂u2

∂ξ2
+
∂u3

∂ξ3
+ u1(Γ1

11 + Γ2
12) + u2(Γ1

21 + Γ2
22) + u3(Γ1

31 + Γ2
32) (C.39)

En utilisant les composantes contravariantes physiques des vecteurs et les expressions des
coefficients de Christoffel, on obtient :

∇ · u =
1

h1 h2

[
h2
∂u(1)

∂ξ1
+ h1

∂u(2)

∂ξ2
+ h1 h2

∂u(3)

∂ξ3
− u(3)(κ1h2 + κ2h1)

− ξ3

(
u(1)

∂κ2

ξ1
+ u(2)

∂κ1

ξ2

)]
(C.40)
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C.7.2 Divergence du tenseur des contraintes visqueuses

On pose :
S = µ

(
∇u + ∇Tu

)
(C.41)

La divergence de ce tenseur d’ordre 2 s’écrit [33, Chap. 2] :

(∇ · S)i = (∇S)ikk = Sik,k − SmkΓ
m
ki − SimΓm

kk (C.42)

Le triple indice un peu barbare, ikk, vient juste du fait que le gradient d’un tenseur d’ordre
2 est un tenseur d’ordre 3. On n’utilisera cette formule que dans un voisinage de l’interface,
c’est-à-dire pour ξ3 proche de zéro. Plus précisément, on va réaliser un développement limité
en ǫ avec ξ3 = ǫ ξ. Pour notre étude, seuls les termes en ǫ−2, en ǫ−1 et d’ordre 0 en ǫ sont
nécessaires. En explicitant uniquement les termes qui seront non nuls jusqu’à l’ordre 0 en ǫ
une fois le changement de variable ξ3 = ǫ ξ réalisé, on a :

(∇ · S)1 = 2 (µu(1),1),1 + (µu(1),2),2 + (µu(2),1),2 + (µu(1),3),3 + (µu(3),1),3

+κ1

(
(µu(1)),3 − µu(1),3 − 2µu(3),1 − ξ3 (µu(1),3),3

)

−µ(κ1 + κ2) (u(3),1 + u(1),3 + κ1u(1) − ξ3κ2u(1),3)

+4µκ2
1ξ3u(1),3 − 2µκ1,1u(3) + O (ξ3) (C.43a)

(∇ · S)2 = 2 (µu(2),2),2 + (µu(1),2),2 + (µu(2),1),2 + (µu(2),3),3 + (µu(3),2),3

+κ2

(
(µu(2)),3 − µu(2),3 − 2µu(3),2 − ξ3 (µu(2),3),3

)

−µ(κ1 + κ2) (u(3),2 + u(1),3 + κ2u(2) − ξ3κ1u(2),3)

+4µκ2
2ξ3u(2),3 − 2µκ2,2u(3) + O (ξ3) (C.43b)

(∇ · S)3 = 2 (µu(3),3),3 + (µu(1),3),1 + (µu(3),1),1 + (µu(2),3),2 + (µu(3),2),2

+κ1

(
(µu(1)),1 − 2µu(3),3 − ξ3 (µu(1),3),1 − µu(3)κ1

)

+κ2

(
(µu(2)),2 − 2µu(3),3 − ξ3 (µu(2),3),2 − µu(3)κ2

)

+µξ3 ((κ1,1 − κ2,2)(u(1),3 − u(2),3) + 2u(3),3(κ1 + κ2)) + O (ξ3) (C.43c)

C.8 Coefficients de Christoffel

Par définition [33] :
∂gi

∂ξj
= Γk

ij gk (C.44)

On a également les deux relations [33] :

Γk
ij = Γk

ji (C.45)

Γk
ij =

1

2
gkµ (gjµ, i + giµ, j − gij, µ) (C.46)

Pour le système de coordonnées associées à l’interface (ξ1, ξ2, ξ3), les coefficients de Christoffel
qui sont non nuls sont :

Γ1
13 = Γ1

31 =
−κ1

h1
(C.47a)
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Γ2
23 = Γ2

32 =
−κ2

h2
(C.47b)

Γ3
11 = κ1 h1 , Γ3

22 = κ2 h2 (C.47c)

Γ1
12 = Γ1

21 =
−ξ3
h1

∂κ1

∂ξ2
(C.47d)

Γ2
12 = Γ2

21 =
−ξ3
h2

∂κ2

∂ξ1
(C.47e)

Γ1
11 =

−ξ3
h1

∂κ1

∂ξ1
, Γ2

22 =
−ξ3
h2

∂κ2

∂ξ2
(C.47f)

Γ2
11 = ξ3

h1

h2
2

∂κ1

∂ξ1
, Γ1

22 = ξ3
h2

h2
1

∂κ2

∂ξ2
(C.47g)

C.9 Elément de volume

Par définition [33], l’élément de volume, dV , s’écrit :

dV =
√
gdξ1dξ2dξ3 (C.48a)

g = det(g..) (C.48b)

Dans le système de coordonnées associées à l’interface, g.. est diagonal et, d’après les rela-
tions (C.7), l’équation (C.48a) devient :

dV = |1 − ξ3κ1||1 − ξ3κ2|dξ1dξ2dξ3 (C.49)

On a déjà posé (section C.4) :

κ = κ1 + κ2 (C.50)

H = κ1κ2 (C.51)

Si on suppose la surface suffisamment isotrope pour que l’approximation κ1 ≈ κ2 soit valide,
l’élément de volume devient :

dV = (1 − 1

2
ξ3κ)

2dξ1dξ2dξ3 (C.52)

C.10 Théorème de la divergence surfacique

Le théorème de la divergence surfacique s’écrit pour un tenseur, T, quelconque3

∫

S
∇s · T dS =

∮

C
T · ν dl −

∫

S
κ n · T dS (C.53)

où κ est la courbure moyenne de la surface S, n la normale à la surface S et ν le vecteur tangent
à la surface S et normal au contour C (voir par exemple [23, eq. 3.3-7 p. 51] et la figure C.1).
Ce théorème peut aussi s’écrire en utilisant le projecteur P défini par l’équation (C.23) :

∮

C
T · ν dl =

∫

S
∇s · (PT) dS (C.54)

3La divergence de surface est définie pour un tenseur, T, quelconque (le tenseur peut en particulier être
volumique et non tangent, voir paragraphe C.5).
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Ces deux écritures sont bien sûr équivalentes car, par définition de la courbure et de la diver-
gence surfacique (voir respectivement les paragraphes C.4 et C.5), on a :

∇s · P = κn (C.55)

On peut ensuite particulariser ce théorème. Si on suppose que le tenseur, T, est un tenseur
surfacique tangent (n · T = 0), on a :

∫

S
∇s · T dS =

∮

C
T · ν dl (C.56)

Cette expression est similaire à la formule de Green
∫
V ∇ · T dV =

∮
S T · n dS. Elle permet

de transformer une intégrale de surface en intégrale de contour (la formule de Green permet
de transformer une intégrale de volume en intégrale de surface). Si, de plus, la surface, S, est
fermée, il n’y a pas de contour, C et donc :

∫

S
∇s · T dS = 0 (C.57)

S

C

ν
τ

n

Fig. C.1 – Représentation d’un élément de surface, S, et de la courbe, C qui la limite. Le
vecteur n est la normale à la surface S (pour nous, cette surface est toujours une interface
entre deux fluides de masse volumique différente, on oriente la normale du fluide le plus léger
vers le plus lourd). Les vecteurs ν et τ sont contenus dans le plan tangent à la surface S.
Le vecteur ν (respectivement τ ) est normal (respectivement tangent) à la courbe C. Les
directions de ces trois vecteurs unitaires sont telles que (ν, τ ,n) forme un trièdre direct.

C.11 Conclusion

Dans cette annexe, nous avons défini les opérateurs de dérivation surfaciques puis nous
avons calculé les opérateurs gradient et divergent dans le système de coordonnées associées
à l’interface. Ces calculs sont utilisés pour déterminer les conditions de saut des grandeurs
filtrées dans le chapitre 6. On a aussi précisé l’écriture de l’élément de volume dans ce système
de coordonnées. Enfin, nous avons énoncé le théorème de la divergence surfacique.



Annexe D
Evolution de la courbure

D
ans le chapitre 6, on cherche à établir l’équation de transport de la disconti-
nuité équivalente. Or, nous avons vu (paragraphe 5.9) que, pour être conservatif

en masse lorsque l’on définit la discontinuité équivalente d’une zone volumique de
transition, il faut tenir compte de la courbure à l’interface. Par conséquent, il nous
faut trouver l’équation d’évolution de la courbure. On l’établit dans cette annexe en
prenant soin de vérifier l’invariance galiléenne : la courbure d’une interface translatée
doit rester constante.

D.1 Démonstration

La démonstration présentée ici est une variante de celle du chapitre 17.2.1 de l’ouvrage
Theory of Multicomponent Fluids [19]. Nous la détaillons afin de faciliter l’interprétation
du résultat final qui fait intervenir le laplacien de surface d’un champ scalaire surfacique.
L’interface est définie par la fonction vectorielle x qui a tout instant associe à chaque couple
de coordonnées de surface (ξ1, ξ2) (voir annexe C) la position spatiale du point de l’interface
correspondant :

x : R
2 × R

+ → R
3

(ξ1, ξ2, t) 7→ x(ξ1, ξ2, t) (D.1)

Par définition, la vitesse de l’interface est :

v(ξ1, ξ2, t) =
∂x

∂t
(D.2)

La dérivée temporelle de la relation précédente (D.2) ainsi que toutes celles de cette annexe
est une dérivée particulaire ou lagrangienne dans la mesure où on différencie par rapport au
temps en suivant un point de la surface (i.e. à (ξ1, ξ2) fixé). Le déplacement géométrique
de l’interface ne dépend que de la composante normale de la vitesse v. Par conséquent, on
suppose sans perte de généralité que

v(ξ1, ξ2, t) = v(ξ1, ξ2, t)n(ξ1, ξ2, t) (D.3)

où n est la normale à l’interface. De plus, on suppose que la paramétrisation est telle que
chaque point x sur la surface au temps t, paramétrisé par (ξ1, ξ2), se déplace suivant la direction
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normale à la surface. On suppose que non seulement la surface mais aussi la paramétrisation
sont transportées suivant la direction normale. Ceci implique que la paramétrisation ne corres-
pond pas nécessairement au déplacement d’un quelconque point matériel. En accord avec les
notations de l’annexe C, on note tα(α = 1 ou 2) les tangentes dans les directions principales
à l’interface, on a en ξ3 = 0 :

∂x

∂ξα
= tα (D.4a)

∂n

∂ξα
= − 1

Rα
tα (D.4b)

∂tα

∂ξα
=

1

Rα
n (D.4c)

En combinant (D.4a) et (D.4b), on trouve

∂x

∂ξα
= −Rα

∂n

∂ξα
(D.5)

où Rα =
1

κα
, α = 1, 2, sont les rayons de courbure principaux. Cette relation est cohérente

avec l’expression des coefficients de Christoffel (Annexe C.8). Il est important de noter que la
convention de signe des annexes C, C.8 et C.9 (et donc dans celle-ci) est telle que κ = −∇s ·n.
En différenciant (D.5) par rapport au temps en suivant un point de la surface, on obtient

∂

∂t

∂x

∂ξα
=

∂

∂ξα

∂x

∂t

=
∂v

∂ξα
=

∂v

∂ξα
n + v

∂n

∂ξα
, (D.6a)

pour le membre de gauche et

∂

∂t

(
−Rα

∂n

∂ξα

)
= −∂Rα

∂t

∂n

∂ξα
−Rα

∂

∂t

∂n

∂ξα
, (D.6b)

pour le membre de droite, ainsi,

−∂Rα

∂t

∂n

∂ξα
−Rα

∂

∂t

∂n

∂ξα
=

∂v

∂ξα
n + v

∂n

∂ξα
(D.6c)

Comme n · n = 1, on a :

∂n

∂ξα
· n = 0 (D.7a)

∂n

∂t
· n = 0 (D.7b)

Ainsi, en faisant le produit scalaire de
∂n

∂ξα
avec (D.6c), on trouve :

∂Rα

∂t
= −v −Rα

∂n

∂ξα
· ∂

∂ξα

∂n

∂t

∂n

∂ξα
· ∂n

∂ξα

(D.8)
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On va simplifier la fraction de cette expression. D’après (D.4b) et (D.4c), on a les égalités

∂n

∂ξα
· ∂n
∂ξα

=
1

R2
α

(D.9a)

∂n

∂ξα
· ∂

∂ξα

∂n

∂t
= − 1

Rα
tα · ∂

∂ξα

∂n

∂t

= − 1

Rα

(
∂

∂ξα

(
tα · ∂n

∂t

)
− ∂tα

∂ξα
· ∂n
∂t

)

= − 1

Rα

(
∂

∂ξα

(
tα · ∂n

∂t

)
− 1

Rα
n · ∂n

∂t

)

= − 1

Rα

∂

∂ξα

(
tα · ∂n

∂t

)
(D.9b)

où le passage des deux dernières lignes utilise la relation (D.7b). En remplaçant les deux
produits scalaires de l’équation (D.8) par leurs expressions simplifiées (D.9), elle devient :

∂Rα

∂t
= −v +R2

α

∂

∂ξα

(
tα · ∂n

∂t

)
(D.10)

En différenciant (D.2) par rapport à une des deux directions principales de la surface, on
obtient :

∂v

∂ξα
=

∂2x

∂ξα∂t
=

∂2x

∂t∂ξα
=
∂tα

∂t
(D.11)

Comme d’après (D.3) on a

∂v

∂ξα
=
∂vn

∂ξα
=

∂v

∂ξα
n + v

∂n

∂ξα
, (D.12)

le produit scalaire par n de la relation (D.11) fournit

∂v

∂ξα
=
∂tα

∂t
· n (D.13)

En remarquant que tα · n = 0 implique

∂tα

∂t
· n = −∂n

∂t
· tα (D.14)

on a
∂n

∂t
· tα = − ∂v

∂ξα
(D.15)

L’utilisation de cette dernière relation (D.15) dans (D.10) donne :

∂Rα

∂t
= −v −R2

α

∂2v

∂ξ2α
(D.16)

En posant comme dans l’annexe (C.9)

κ = κ1 + κ2 =
1

R1
+

1

R2
(D.17a)

H = κ1κ2 =
1

R1R2
(D.17b)

on remarque que

1

R1
=

κ

2
+

√
κ2

4
−H (D.18a)

1

R2
=

κ

2
−
√
κ2

4
−H (D.18b)
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où on a choisi R1 ≤ R2. En différenciant (D.17a) et (D.17b) par rapport au temps et en
éliminant R1 et R2 grâce à (D.18a) et (D.18b), nous obtenons

∂κ

∂t
= (κ2 − 2H)v + ∆sv (D.19a)

∂H

∂t
= κHv +

κ

2
∆sv +

√
κ2

4
−H

(
∂2v

∂ξ22
− ∂2v

∂ξ21

)
(D.19b)

où ∆s désigne le laplacien de surface défini par la relation (C.20) de l’annexe C. On peut
réécrire l’évolution de la courbure gaussienne (D.19b) en coordonnées intrinsèques (i.e. for-
mulation tensorielle indépendante du choix d’une base de projection) à partir du tenseur de
courbure normale, B, (voir section C.4) et du gradient de surface, ∇s, (voir section C.3.2) du
gradient de surface du scalaire v

∂H

∂t
= κHv + (κP − B) : ∇s (∇sv) (D.20)

où P représente le projecteur dans le plan tangent à la surface défini par l’équation (C.23) et

l’opérateur ”:” une double contraction. Si on suppose que
κ

2
≈ 1

R1
≈ 1

R2
, les relations (D.19)

se limitent à la seule équation :
∂κ

∂t
=
κ2

2
v + ∆sv (D.21)

D.2 Illustration

La formule (D.16) s’illustre sur des cas très simples (voir figure D.1). Le premier terme
du membre de droite correspond à une dilatation : si on soumet une bulle sphérique de rayon
R0 à t = 0 à un champ de vitesse normale constant et égal à −V , son rayon est R0 + V t à
l’instant t. Le second terme correspond à la courbure du profil de vitesse normale. Ainsi, plus
ce profil est courbe est plus le rayon de courbure diminue.

D.3 Formulation mettant en évidence l’invariance galiléenne

La formule D.16 a été établie en ne considérant qu’un déplacement normal. Par conséquent,
la dérivée temporelle de cette équation est associée à ce paramétrage. En particulier, elle est
différente de la dérivée lagrangienne et elle n’est donc pas nécessairement nulle pour un champ
de vitesse constant et uniforme. Classiquement, on est habitué à relier la dérivée lagrangienne
(ou dérivée particulaire, noté D◦

Dt ) à la dérivée eulérienne, noté ∂◦
∂t

∣∣
x
. En appelant u, le champ

de vitesse sous-jacent, le lien entre ces dérivées est :

D◦
Dt

=
∂◦
∂t

∣∣∣∣
x

+ u · ∇◦ (D.22)

La figure D.2 montre que le même raisonnement entre les points A’ et A” (au lieu de A et A”
pour le lien entre dérivée lagrangienne et eulérienne) conduit à

D◦
Dt

=
∂◦
∂t

∣∣∣∣
x

+ (P · u) · ∇s◦ (D.23)

où P est le projecteur défini par l’équation (C.23). L’application de (D.23) à un des rayons
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R 0

Vt

n

(a) Dilatation

t o

t
1

n

V

(b) Courbure du profil de vitesse normale

Fig. D.1 – Evolution du rayon

n
u

Pu A"A’

A
Interface

t+dt

t

Fig. D.2 – Lien entre dérivée lagrangienne et la dérivée associée au paramétrage normal

de courbure donne :
DRα

Dt
=
∂Rα

∂t
+ u · tα

∂Rα

∂ξα

On a donc :

DRα

Dt
= −u · n −R2

α

∂2u · n
∂ξ2α

+ u · tα
∂Rα

∂ξα

= −u · n −R2
α

(
∂2u

∂ξ2α
· n +

∂2n

∂ξ2α
· u + 2

∂u

∂ξα
· ∂n
∂ξα

)
+ u · tα

∂Rα

∂ξα

Or, d’après D.5, la dérivée de la normale s’écrit :

∂2n

∂ξ2α
=

∂

∂ξα

(
− 1

Rα
tα

)
= − 1

R2
α

n +
1

R2
α

∂Rα

∂ξα
tα

Ainsi, après élimination de certains termes :

DRα

Dt
= −R2

α

∂2u

∂ξ2α
· n + 2Rα

∂u

∂ξα
· tα (D.24)
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Cette dernière équation vérifie trivialement DRα

Dt = 0 pour un champ de vitesse constant en
espace. En combinant les équations des deux rayons principaux, on trouve pour la courbure :

Dκ

Dt
=

(
∂2u

∂ξ21
+
∂2u

∂ξ22

)
· n − 2

(
1

R1

∂u

∂ξ1
· t1 +

1

R2

∂u

∂ξ2
· t2

)
(D.25)

Les relations (C.29) et (C.20) impliquent :

∂2u

∂ξ21
+
∂2u

∂ξ22
= ∆su (D.26)

On propose de calculer ∇su : B. On rappelle que par définition, le tenseur de courbure B

s’écrit :

B =
1

R1
t1 ⊗ t1 +

1

R2
t2 ⊗ t2 (D.27)

La relation (C.25) se réécrit :

∇su = ∇sux ⊗ [(ex · t1) t1 + (ex · t2) t2 + (ex · n)n] +

∇suy ⊗ [(ey · t1) t1 + (ey · t2) t2 + (ey · n)n] +

∇suz ⊗ [(ez · t1) t1 + (ez · t2) t2 + (ez · n)n]

=

[
∂ux

∂ξ1
t1 +

∂ux

∂ξ2
t2

]
⊗ [(ex · t1) t1 + (ex · t2) t2 + (ex · n)n] +

[
∂uy

∂ξ1
t1 +

∂uy

∂ξ2
t2

]
⊗ [(ey · t1) t1 + (ey · t2) t2 + (ey · n)n] +

[
∂uz

∂ξ1
t1 +

∂uz

∂ξ2
t2

]
⊗ [(ez · t1) t1 + (ez · t2) t2 + (ez · n)n] (D.28)

Les équations (D.27) et (D.28) permettent d’écrire :

∇su : B =
1

R1

(
(ex · t1)

∂ux

∂ξ1
+ (ey · t1)

∂uy

∂ξ1
+ (ez · t1)

∂uz

∂ξ1

)
+

1

R2

(
(ex · t2)

∂ux

∂ξ2
+ (ey · t2)

∂uy

∂ξ2
+ (ez · t2)

∂uz

∂ξ2

)
(D.29)

On reconnâıt alors le deuxième terme du membre de droite de (D.25). Finalement, en rem-
plaçant (D.26) et (D.29) dans (D.25), on a en coordonnées intrinsèques :

Dκ

Dt
= ∆su · n − 2∇su : B (D.30)

Cette dernière écriture vérifie trivialement que Dκ
Dt = 0 dès que la vitesse, u, est constante.

D.4 Conclusion

Dans le chapitre 5, on montre que la fonction indicatrice de phase filtrée dépend de la
courbure de l’interface. Pour établir l’équation de transport de la discontinuité équivalente
(chapitre 6), on a donc besoin de l’équation d’évolution temporelle de la courbure que nous
avons déterminée et interprétée dans cette annexe. En particulier, nous avons vu que l’on
peut décomposer l’évolution de la géométrie de l’interface en un phénomène de dilatation
(fig. D.1(a)) et un phénomène dû à la courbure du profil de vitesse (fig. D.1(b)).



Annexe E
Discrétisation des opérateurs de
différenciation surfacique

D
ans le but d’évaluer l’efficacité des modèles que nous avons développés dans le
cadre de la SGE discontinue (voir chapitre 6), il a été nécessaire de discrétiser cer-

tains des opérateurs de différenciation surfacique présentés dans le paragraphe C.3 de
l’annexe C. Plus précisément, nos modèles nécessitent de savoir estimer le tenseur de
courbure normale, le gradient surfacique et le laplacien surfacique. La discrétisation de
ces opérateurs constitue une des difficultés majeures dans l’évaluation de nos modèles.
L’objectif de cette annexe est d’expliquer cette difficulté et de proposer des solutions
afin d’implémenter les modèles que nous proposons. Dans cette annexe, on s’appuie
essentiellement sur le travail de thèse de Debunne [16]. On adapte les résultats obte-
nus pour les opérateurs de dérivation classiques à la discrétisation des opérateurs de
dérivation surfaciques.

E.1 Le théorème de Gauss

On considère le système de coordonnées (x1, x2, x3) associé à une base canonique fixe et
le système de coordonnées généralisées associées à l’interface (ξ1, ξ2, ξ3) (voir annexe C). Le
théorème de Gauss permet de réduire le calcul d’une intégrale sur un volume à celui d’une
intégrale sur la surface du volume,

∫

V

∂s

∂xi
dV =

∫

∂V
snidS pour i = 1, 2 ou 3 (E.1)

où s est un champ scalaire et n la normale à la surface d’intégration ∂V , frontière de V .
Puisque la surface des inclusions est discrétisée par des triangles, les vecteurs de la base
associée à l’interface sont constants sur ces triangles. On peut appliquer le théorème précédent
sur chacun de ces triangles, T , en se plaçant dans la restriction de l’espace définie par le plan
du triangle T ∫

T

∂s

∂ξα
dS =

∫

∂T
sναdL pour α = 1 ou 2 (E.2)

où s est un champ scalaire surfacique et ν la normale au contour d’intégration ∂T , frontière de
T . La normale précédente appartient bien sûr au plan tangent à la surface car elle est dans la
restriction de l’espace dans laquelle nous nous sommes placés : le plan défini par le triangle T .
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Puisque les opérateurs de dérivation surfacique sont définis à partir de l’opération élémentaire
de la dérivation d’un scalaire suivant une direction tangente, la formule précédente permet
de les écrire sous la forme d’une intégrale de contour. Le principe des calculs qui vont suivre
est d’appliquer l’équivalent surfacique du théorème de Gauss à de petites régions de l’espace
qui entoure le point où on veut estimer la dérivée. On va supposer cette portion de l’interface
suffisamment petite pour y considérer les dérivées ∂s

∂ξα
comme constantes et pouvant donc être

extraite de l’intégrale de surface. L’intégrale de contour pourra quant à elle être évaluée en
faisant des hypothèses sur la forme du champ considéré.

E.2 Région de Voronöı

Une des surfaces sur laquelle nous allons appliquer le théorème de Gauss est définie comme
étant la région de Voronöı associée à chaque marqueur lagrangien (i.e. les sommets des tri-
angles T du paragraphe précédent). Cette région est celle contenant les points de l’espace qui
sont plus proches du marqueur considéré que d’aucun autre marqueur (voir fig. E.1). C’est
donc la zone la plus à même d’être représentée par la particule. Ces régions s’adaptent na-
turellement à la disposition des marqueurs lagrangiens, leur union couvrant tout l’espace et
donnant à chaque particule une importance adéquate.

���

��

�������

	�		�	
 ����


�

T

Région de Voronöı du marqueur a

a

bT
cT

Fig. E.1 – Définition de la région de Voronöı

E.3 Discrétisation du gradient surfacique

On suppose que le champ scalaire v est discrétisé aux sommets des triangles T . On dispose
donc de trois valeurs pour chaque triangle et il est naturel de supposer le gradient surfacique
du champ s constant par triangle. En appliquant la formule E.2 sur le triangle de sommets a,
b et c, on trouve le résultat classique des éléments finis lorsqu’on prend les fonctions chapeaux
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comme fonctions de base

(∇sv)T =
1

2|T | (va ana + vb bnb + vc cnc) (E.3)

où |T | est l’aire du triangle T , va (respectivement vb et vc) correspond à la valeur de v au
sommet a (respectivement b et c), na représente la normale unitaire à l’arête bc entrante dans
le triangle (abc) et appartenant au plan défini par ce triangle, enfin, a est égale à la longueur de
l’arête bc. Les définitions précédentes sont illustrées par la figure E.2. Pour estimer le gradient
surfacique au marqueur lagrangien m (sommet des triangles T ), on fait la moyenne, pondérée
par l’aire de la région de Voronöı, des gradients surfaciques de tous les triangles dont un des
sommets et le marqueur m

(∇sv)m =

∑
T A

m
T (∇sv)T∑
T A

m
T

(E.4)

où Am
T est l’aire de l’intersection entre la région de Voronöı du marqueur m et du triangle T .

b′

na

b

c

c′

â

a

a

c

G

b
b̂ ĉ

Fig. E.2 – Notations géométriques d’un triangle T

E.4 Discrétisation du tenseur de courbure

Pour discrétiser le tenseur de courbure, nous avons d’abord recherché ce qui existait dans
la littérature. Nous avons trouvé des travaux récents qui utilisent les directions principales
(vecteurs propres des valeurs propres non nulles du tenseur de courbure) pour optimiser
des techniques de remaillage [15]. On y trouve une formule robuste pour estimer le tenseur
de courbure qui possède des propriétés de convergence en maillage et qui est relativement
simple à implémenter. Cependant, pour des raisons de cohérence entre la façon de calculer les
différents termes qui tiennent compte de la variation de la courbure, nous n’avons finalement
pas utilisé ce résultat. Nous sommes revenu à la définition du tenseur de courbure normale,
B, qui permet d’écrire (voir paragraphe C.4) :

B = −∇sn (E.5)

Nous avons naturellement défini la normale discrète en chaque triangle comme la normale à
ce triangle. Puisque l’on ne sait évaluer le gradient surfacique que pour les champs discrétisés
aux marqueurs, on définit la normale en chaque marqueur m comme la moyenne, pondérée
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par l’aire de la région de Voronöı, des normales de tous les triangles dont un des sommets et
le marqueur m

(∇sn)m =

∑
T A

m
T (∇sn)T∑
T A

m
T

(E.6)

A partir de cette normale discrétisée aux sommets, on trouve (∇sn)T puis, en utilisant la
définition (E.4), on calcule le tenseur de courbure normale en chaque sommet (∇sn)m. Le
résultat obtenu est proche de celui que fournit la formule de Cohen-Steiner et Morvan [15].
De plus, on retrouve à peu près la valeur de la courbure moyenne (κ = Tr(B)) calculée
par ailleurs par la méthode de Front-tracking pour l’évaluation des forces interfaciales. La
figure E.3 trace les directions principales de la surface de la bulle. Elles correspondent aux
vecteurs propres des valeurs propres non nulles du tenseur de courbure normale ou encore
aux directions principales de la surface (i.e. les directions suivant lesquelles la courbure est
minimale ou maximale).

(a) Courbure principale maximale (m−1)
et direction associée

(b) Courbure principale minimale (m−1) et
direction associée

Fig. E.3 – Valeurs propres et vecteurs propres du tenseur de courbure normale, t = 200∆t

E.5 Discrétisation du laplacien surfacique

Tout comme le laplacien classique, le laplacien surfacique, ∆s, correspond à la divergence
du gradient (voir paragraphe C.3.5), en appliquant à ∇s · (∇sv), sur une portion T de la
surface S, le théorème de la divergence surfacique (voir paragraphe C.10) qui se déduit de
l’égalité (E.2), on obtient

∫

T
∆svdS =

∫

T
∇s · (∇sv) dS =

∫

∂T
(∇sv) · νdL (E.7)

où ν est le vecteur surfacique normal du contour ∂T de la portion T . En supposant le lapla-
cien constant sur la région de Voronöı du marqueur m, on trouve en appliquant la formule
précédente sur cette région

(∆sv)m

∑

T

Am
T =

∑

T

∫

∂V m
T

(∇sv) · νdL (E.8)
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où ∂V m
T est le contour de la région de Voronöı du marqueur m compris dans le triangle T . On

suppose que le marqueur m correspond au sommet a du triangle T constitué des sommets a,
b et c. En notant G le centre de gravité du triangle T , b′ le milieu de l’arête ac et c′ celui de
l’arête ab, l’aire Am

T est égale à :

Am
T =

1

2
c′G · c

2
+

1

2
b′G · b

2
(E.9)

En faisant apparâıtre les angles b̂ et ĉ, on trouve :

Am
T =

1

8

(
c2cotan(ĉ) + b2cotan(b̂)

)
(E.10)

Puisque le gradient surfacique est constant sur chaque triangle T , en utilisant l’expres-
sion (E.3), son intégrale sur le contour de la région de Voronöı s’écrit :

∫

∂V m
T

(∇sv) · νdL =
1

2|T | (va ana · (b + c) + vb bnb · c + vc cnc · b) (E.11)

où b (respectivement c) est le vecteur de norme b′G (respectivement c′G) orienté suivant
l’arête ac (respectivement ab) du sommet a vers le sommet c (respectivement b). Le vecteur
b (respectivement c) est en fait normal à la droite (b’G) (respectivement c’G) et sortant de
la région de Voronöı. On a donc, en introduisant comme précédemment les angles b̂ et ĉ :

∫

∂V m
T

(∇sv) · νdL =
1

2

(
cotan(ĉ)(vb − va) + cotan(b̂)(vc − va)

)
(E.12)

Finalement, en combinant les relations (E.8), (E.10) et (E.12), on a

(∆sv)m = 4

∑
T

(
cotan(ĉT )(vT

b − va) + cotan(b̂T )(vT
c − va)

)

∑
T

(
(cT )2 cotan(ĉT ) + (bT )2 cotan(b̂T )

) (E.13)

où l’exposant T rappelle que les grandeurs dépendent du triangle où l’on se trouve. Bien que
l’on a considéré le champ u comme localement linéaire, ce qui devrait normalement conduire
à une dérivée seconde nulle, le fait d’en considérer la valeur comme une fonction par morceaux
sur plusieurs triangles crée un laplacien non nul aux sommets.

E.6 Conclusion

Dans cette annexe, on a précisé comment calculer de façon cohérente le tenseur de courbure
normale, le gradient et le laplacien surfaciques d’un scalaire. Puisque nos champs vectoriels
sont exprimés dans la case canonique fixe, nous calculons leur dérivée composante par compo-
sante. Nous n’avons donc besoin que des formules pour les scalaires. Le travail résumé ici, nous
a permis de tester a priori notre modélisation du transport de la discontinuité équivalente
(voir paragraphe 6.6).





Annexe F
Méthode du simplexe

A
fin de déterminer les coefficients souhaitables devant les modèles que nous avons
développé dans le cadre de la SGE discontinue (voir chapitre 6), nous avons été

amené à utiliser l’algorithme de minimisation du simplex. Ce dernier est très rudi-
mentaire mais extrêmement facile à implémenter. De plus, malgré un coût numérique
relativement important, cet algorithme est robuste et efficace. Enfin, il est relativement
intuitif à comprendre. L’objectif de cette annexe se limite à en présenter le principe.
Pour se procurer les sources, ou consulter d’autres algorithmes de minimisation, on
pourra consulter les Numerical Recipes.

F.1 Définition

Dans cette annexe, on présente l’algorithme de Nelder et Mead [70] à ne pas confondre
avec l’algorithme du simplexe en programmation linéaire. Un simplexe de dimension k est
l’enveloppe convexe de k+1 vecteurs x1, ... , xk+1 de R

n, k ≤ n, affinement indépendants, c’est-
à-dire que les k vecteurs x1 −xk+1, x2 −xk+1, ... , xk −xk+1 sont linéairement indépendants.
Par exemple, trois points non alignés dans R

2, ou quatre points non coplanaires dans R
3 sont

affinement indépendants, et définissent des simplexes de dimension 2 et 3, respectivement.

Lorsqu’on cherche à minimiser une fonction coût qui dépend deN variables, l’algorithme de
Nelder et Mead travaille avec un simplexe de dimension N constitué de N+1 vecteurs de R

N .
Par rapport à la définition précédente on a donc k = n = N . Dans notre cas particulier, nous
avons N = 2 car on cherche à minimiser l’erreur de notre modèle en fonction des coefficients
devant l’hypothèse de similarités d’échelles et les termes qui tiennent compte de l’évolution
de la courbure (voir paragraphe 6.6).

F.2 Description de la méthode

La méthode du simplexe est dite d’ordre 0 car elle nécessite uniquement d’évaluer la valeur
de la fonction et aucune dérivée. L’algorithme de minimisation de Nelder-Mead est basé sur
la comparaison des valeurs de la fonction dans les (N + 1) sommets d’un simplexe général.
Le simplexe se modifie à travers les opérations de réflexion, d’expansion et de contraction,
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en changeant le sommet avec la plus grande valeur de la fonction coût par un autre point de
valeur plus petite. La figure F.1 illustre géométriquement pour un simplexe d’ordre 3 dans
R

3 les transformations possibles. La figure F.2 décrit l’algorithme de la méthode de Nelder et
Mead. L’initialisation se fait en précisant (N+1) sommets. La distance qui sépare les sommets
doit être caractéristique du problème. Dans notre cas, on cherche à déterminer les paramètres
de notre modèle et on s’attend à qu’ils soient proches de 1. On a donc choisi les trois sommets
du type (1, 1), (1, 2) et (2, 1). Le test de convergence consiste à vérifier la distance entre chaque
couple de sommets. Nous avons fixé ce paramètre à 10−5. Le nombre d’itérations pour notre
problème était de l’ordre de la centaine.
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Maximum

Minimum

Reflexion Reflexion et expansion

Contraction Contraction multiple

Simplexe d’origine

Fig. F.1 – Transformation possible au cours d’une étape de la méthode du simplexe.

F.3 Conclusion

La méthode du simplexe est relativement intuitive. Nous l’avons facilement mis en oeuvre
afin de déterminer les coefficients de nos modèles dans l’équation de transport de l’interface
filtrée discontinue (voir chapitre 6).
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fi : valeur de la fonction coût au point Pi
PM : point du simplex pour lequel la fonction coût a

Initialiser le simplexe

Déterminer

Réflexion
Pr = Pg + cr(Pg − PM)

PM , Pm, Ps, Pg, fM , fm, fs

Oui

Non
fr ≤ fm ?

Non

Oui

Pi : point du simplexe

la plus grande valeur
Pm : point du simplexe pour lequel la fonction coût a

la plus petite valeur
Ps : point du simplexe pour lequel la fonction coût a

la seconde plus grande valeur
Pg : centre de gravité des points du simplexe sans

considérer PM

cr : coefficient de réflexion
cc : coefficient de contraction
ce : coefficient d’expansion

fr < fm ? fr < fM ?
Oui

Non

Contraction

PM par Pr

Remplacer

Expansion

fe < fr ?
Non

Oui

Pe = Pg + ce(Pr − Pg)

Remplacer Remplacer

Oui

Convergé ?
Non Oui

FIN

Non
fc > fM ?

Pe = Pg + cc(PM − Pg)

Remplacer
PM par PcPM par Pe PM par Pr

Pi+Pm
2

Remplacer tous les Pi par

Fig. F.2 – Organigramme de la méthode de Nelder et Mead
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interface libre. Application à l’étude des mouvements de liquides dans les réservoirs de
véhicules spatiaux. Thèse de Doctorat, ENSAE, 2004.

[14] P. Chassaing. Turbulence en mecanique des fluides. Cepadues-Editions, 2000.

[15] D. Cohen-Steiner & J.-M. Morvan. Restricted Delaunay triangulations and normal
cycle. ACM Symp. on Computational Geometry, pages 312–321, 2003.



226 BIBLIOGRAPHIE

[16] G. Debunne. Animation multirésolution d’objets déformables en temps-réel, application
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Modélisation physique des interactions entre interfaces et turbulence

Résumé Les interactions complexes entre interfaces et turbulence modifient
considérablement les propriétés des écoulements. Pour tenir compte de ces interactions en mi-
nimisant le coût numérique des simulations, notre stratégie consiste à utiliser et à améliorer une
méthode de SND pour développer le concept Interface and Subgrid Scale. ISS est un équivalent
pour les écoulements diphasiques de la simulation des grandes échelles pour les écoulements
monophasiques. Son objectif est de tenir compte des interactions entre interfaces et turbulence
dans des modèles sous-maille. En appliquant un filtre spatial aux équations, nous avons exhibé
les termes sous-maille spécifiques aux écoulements diphasiques qui nécessitent une fermeture.
Grâce à des tests a priori réalisés sur de nombreuses SND, nous avons montré que l’hypothèse
de similarités d’échelles, réinterprétée près de la discontinuité, permet de modéliser les inter-
actions sous-maille entre interfaces et turbulence. De façon complémentaire, et à l’aide de la
méthode des développements asymptotiques raccordés, nous avons déterminé les relations de
saut des grandeurs filtrées et établi l’équation de transport du lieu de ces relations de saut,
i.e. de l’interface filtrée discontinue.

Mots-clés : écoulement diphasique, front-tracking, turbulence, SND, SGE.

Physical modelling of interactions between interfaces and turbulence

Abstract The complex interactions between interfaces and turbulence strongly impact the
flow properties. Unfortunately, Direct Numerical Simulations (DNS) have to entail a number
of degrees of freedom proportional to the third power of the Reynolds number to correctly
describe the flow behaviour. This extremely hard constraint makes it impossible to use DNS for
industrial applications. Our strategy consists in using and improving DNS method in order
to develop the Interfaces and Subgrid Scales concept. ISS is a two-phase equivalent to the
single-phase Large Eddy Simulation (LES) concept. The challenge of ISS is to integrate the
two-way coupling phenomenon into subgrid models. Applying a space filter, we have exhibited
correlations or subgrid terms that require closures. We have shown that, in two-phase flows,
the presence of a discontinuity leads to specific subgrid terms. Comparing the maximum of
the norm of the subgrid terms with the maximum of the norm of the advection tensor, we
have found that subgrid terms related to interfacial forces and viscous effect are negligible.
Consequently, in the momentum balance, only the subgrid terms related to inertia have to
be closed. Thanks to a priori tests performed on several DNS data, we demonstrate that the
scale similarity hypothesis, reinterpreted near discontinuity, provides subgrid models that take
into account the two-way coupling phenomenon. These models correspond to the first step
of our work. Indeed, in this step, interfaces are smooth and, interactions between interfaces
and turbulence occur in a transition zone where each physical variable varies sharply but
continuously. The next challenge has been to determine the jump conditions across the sharp
equivalent interface corresponding to the subgrid models of the transition zone. We have used
the matched asymptotic expansion method to obtain the jump conditions. The first tests on
the velocity of the sharp equivalent interface are very promising.

Keywords: two-phase flow, front-tracking, turbulence, DNS, LES.
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